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RESUMEN

Un domo geodésico es una malla de barras y nudos dispuestos segiin las aristas y
vértices de un poliedro inscrito en una superficie que puede presentar forma de esfera,
pardbola o elipse. A partir de conocerse las ventajas de este tipo de estructura han sido
ampliamente usadas en diferentes construcciones como: viviendas, oficinas comerciales,
invernaderos, stand de ferias, techos fijos de tanques de amacenamiento de
combustible, entre otras. Muchos son los investigadores que han estudiado la
modelacion y geometria de los domos geodésicos, e enfoque y objetivo del presente
trabgjo es presentar, a partir de la revision y recopilacion de informaciones de varias
investigaciones un algoritmo para generacion de un modelo aldmbrico de un domo
geodési co esférico para techos fijos de tanques de almacenamiento de combustible, para
su posterior andlisis de resistencia por el método de los elementos finitos. En € trabajo
se exponen de forma detdlada € procedimiento y las expresiones geomeétricas
empleadas. Finalmente, fue elaborado un programa computacional con la finalidad de
evaluar las expresiones matematicas y e procedimiento descripto en el trabgo y de
disponer de una herramienta computacional parala generacion del modelo alambrico de
un domo geodésico esférico.

Palabras claves. domo geodésico, estructura geodésica, modelo aambrico, cupula
geodésica
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ABSTRACT

A geodesic dome is a mesh of bars and nodes arranged along the edges and vertices of a
polyhedron on a surface that can be in the form of a sphere, parabola or elipse. From
knowing the advantages of this type of structure, they have been widely used in various
constructions such as:. housing, commercial offices, greenhouses, fair stand, fixed
ceilings fuel storage tanks, among others. Many researchers have studied modeling and
geometry of geodesic domes. The purpose of this paper is to present, from the review
and compilation of information from several researches, an algorithm for generating a
wireframe model of a geodesic dome for fixed roofs of spherical fuel storage tanks, for
a further analysis of resistance by the method of finite elements. In this paper, we
describe in detail the procedure and geometric expressions that were used. Finally, a
computer program was developed in order to evaluate mathematical expressions and the
procedure described in this paper and also to have a tool for generating computational
model of a geodesic dome.

Key words: geodesic dome, structures geodesic, wire frame model

1. INTRODUCCION

Los domos geodésicos, también |lamados clpulas geodésicas son un tipo de estructura
gue consiste en la combinacion de elementos poligonales para formar una estructura de
forma semiesférica. De estaforma, se consigue un poliedro cuyos vértices se encuentran
sobre una esfera, pardbola, 0 un elipsoide. Esta Ultima condicion es necesaria para que
el domo sea llamado geodésico.

Sin duda, los domos geodésicos fueron la mayor contribucion de Richard Buckminster
Fuller ala arquitectura, y también, su invencion mas exitosa, Marek (2009). A partir de
conocerse las ventgjas de estas estructuras, se comienzan a emplear en diversos tipos de
construcciones, como por gemplo: viviendas, invernaderos, etc., Fender (2010). En la
actualidad este tipo de estructura se esta empleando en |os techos fijos de los tanques de
almacenamiento de combustible, debido a las ventgjas que presenta desde e punto de
vista de resistencia, montgje, desmontaje, mantenimiento y a medio ambiente, entre las
gue se destacan menores costos iniciales, eficiencia energética, bajo mantenimiento,
alta seguridad, proteccion casi absoluta a eventos atmosféricos como tornado,
huracanes, etc

Estos tipos de estructura, son generalmente construidas de vigas y chapas de aluminio
con uniones atornilladas las que la hace una estructura ligera, cuya vida util puede
superar los 25 afios. A diferencia de los techos de acero, esta novedad tecnol 6gica tiene
la virtud de ser mas resistente a la corrosion y permite la disminucion de las pérdidas
por concepto de evaporizacion.

El objetivo del presente trabgjo es presentar un algoritmo para la creacion del modelo
aldmbrico de un techo fijo en forma de domo geodésico para tanque de a macenamiento
de combustible. Dicho trabgjo se baso en e andlisis y recopilacion de varias
investigaciones relacionadas con la modelacion geométrica de la estructura de los
domos geodésicos. Después de revisada la bibliografia consultada sobre € tema, se
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plantea como elemento novedoso del trabgjo, la creacion de un algoritmo y metodologia
para la creacion del modelo alambrico de un domo geodésico esférico, y su
implementacion en un programa computacional .

2. MATERIALESY METODOS

Para |a obtencion de una estructura geodésica se parte de una superficie esférica la cua
es cortada por un plano generdndose un casguete esférico, figura la. Inscripta a
casquete esférico se genera una piramide, figura 1b, que estard formada por caras
planas en forma de tridngulo. Luego las caras de la piramide se subdividen en pequefios
triangulos, figura 1c. Finalmente, los vértices de dicho tridngulo situados sobre las caras
de la piramide se proyectan sobre la superficie esférica que forma el casquete esférico,
obteniéndose de esta forma la estructura del domo, figura 1d, (Nayfeh y Hefzy, 1979).

a b
Figura) 1. Etapas paralacreaci 35n del modelo aldmbrico de un domo geodésico esférico
Célculo delos parametros geométricos del casquete esférico.
Cuando €l plano que cortala esfera pasa por € centro de lamisma, laaturadel domo es
igual al radio de la esfera, y € domo esférico serd un hemisferio (una semiesfera). En
caso, que e plano no pase por e centro de la esfera la distancia entre € plano y €
centro de laesferaesinferior a radio de lamisma, figura 2.

— i T
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Figura 2. Sector esférico de unaesfera
Para determinar las dimensiones del domo esférico es necesario conocer la aturay e
radio de la base del domo, como se muestra en la figura 2. A partir de estos dos
pardmetros se calcula €l radio de la esfera o € radio de curvatura del domo y la
distancia entre € plano que corta la esferay e centro de la misma, por las siguientes

expresiones:

Ri_' - T:J_l_f’l: (1)
Ny

Donde:

Rc : radio delaesfera o radio de curvaturadel domo.
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|: distanciaentre &l centro de laesferay e plano que la corta.

h: altura del domo

r: radio de la base del domo.

La circunferencia que forma la base del domo se divide en un nimero de partes, cuya
magnitud debe ser mayor e igual a 3. Uniendo los puntos de los extremos de cada una
de las partes en que fue dividida la circunferencia con e vértice superior del domo, se
obtiene una pirdmide formada por una base de n lados y por n caras planas en forma de
tridngulo inscrita a la superficie esférica del domo, los triangulos que forman las caras
coinciden en un punto denominado pice, Clinton (1971). En lafigura 3 se observa una
pirdmide formada por 8 caras.

apice Za

\1
Caradela

piramide 5, 14 L, 3
. - N )\ 2 Y
6; I \ =X -

Figura 3. Piramide divididaen 8 partes. n=8, NCP=8
Esta pirdmide estara formada por un nimero de caras (NCP) igual a nimero de partes
en que fue dividida la base circular (n). La cara de la pirdmide presenta forma de
triangulo donde dos de sus lados seran iguales, L1y el otro lado situado sobre €l plano
de labase circular seraigual a L2. Las expresiones para calcular la magnitud de dichos
lados seran las siguientes:

' 2 ©)

L,=2.r.sen I:%J (4)

Donde

n: esel ndmero de caras de lapiramide.

L1: eslalongitud de los segmentos 2-1, 3-1, 4-1, 5-1, 6-1, 7-1, 8-1y 9-1

L2: eslalongitud de los segmentos 2-3, 3-4, 4-5, 5-6, 6-7, 7-8, 8-9y 9-2

A partir de la piramide obtenida se traza un sistema de referencia, donde €l e Z pasaa
través del vértice superior del domo, punto 1, quedando el plano X-Y paraelo alabase
circular del domo. Lacoordenadadel punto 1, serdigual a (x1, y1, z1) = (0, 0, Rc), la
coordenada del punto 2 sera(x2,y2,z2) = (O, r, I).

12



Campos et al. / Centro Az(car Vol 42, No. 1, Enero-Marzo 2015 (pp. 9-21)

4 - e,
(Xe Ve Z4) o5 23 (%5.%.25)

(¥ r ~ W Ok .

| ~ } ."-,_I| Y
\ o

5L L Xzt 5% Y 22)
-.\. !
- -
%»’ ¥

Figura 4. Pirdmide y proyeccién de las dos primeras cara de la pirdmide sobre el plano X-Y

El angulo a, en radianes, que forman los segmentos 2-1y 3-1, figura4, se calcula por la
siguiente expresion:

. =['?'”“J (5)

El angulo B es el angulo gque se forma entre los segmentos (0-2, 0-3, 0-4, 0-5, 0-6, €tc)
que une e centro de la esfera con los puntos situados sobre la circunferencia base del
domo, y se calcula por la siguiente expresion:

PR
G =sen™! lR_J 6)

Para ubicar un punto sobre la esfera, las coordenadas cartesianas en ocasiones no son las
mejores por varias razones. En primer lugar porque hay tres coordenadas cartesianas
mientras que la esfera es un espacio bidimensional, en segundo lugar, tratdndose de una
esfera, € angulo es un concepto mas natural que las coordenadas rectangulares. Se
elige € sistema de coordenada donde €l origen se encuentra en la coordenada (0,0,0)
que coincide con €l centro de la esfera, punto O figura 5.
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Figura5. Angulos parael sistema de coordenadas esférico

Por tanto, las coordenadas cartesianas del punto “p” situado sobre la circunferencia de la
base del domo se determina por las siguientes expresiones.

Xp= R, -cos(8) -sen(@) (7.2)

<

©
1

="

R, - cos(g) - cos(8) (7.2)
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zp = R, -sen(f) (7.3

Donde € angulo 6 toma valores entre 0 hasta 2m, con incremento igual a a, hasta el
valor ((n+1)-0) y & angulo B es un valor entre 0 hasta /2. Aplicando la ecuacion
anterior parala coordenada del punto 3 se obtiene que:

X3= R, -cos(f) -senia) (8.1)
y3= R, -cos(f) - cos IL:—“_I (8.2
z3= 1 (8.3

Coordenadas delos vértices de la subdivision de una cara dela piramide

Los tres lados que forma una cara de la piramide se puede subdividir en un nimero de
partes iguales, llamada frecuencia (f). Pararealizar esta subdivision se trazaron lineas
paraelas a cada lado de la cara de la pirdmide, como se muestra en la figura 6, Clinton
(1971).

a) b)
Figura 6. Subdivision de la carade la piramide

En la figura 6a, se muestra una subdivision realizada con frecuenciaigual a2y en la
figura 6b, con frecuenciaigual a 4. Como se observa en lafigura 6 la forma geométrica
generada por la subdivision redlizada presenta forma de triangulos mas pequefio. Cana
uno de estos tridngulos son superficies planas unidas entre si por sus vértices. En la
figura 7 se observa una cara de la piramide subdividida con una frecuenciaigua a4, en
lacual aparecen enumeradas las superficies figura 7ay los vértices figura 7b.

" 12 13 14 18
a) superficies b) vértices
Figura 7. Numero de subdivisiones de una carade lapirdmide con f=4, NSCP=16 y NV CP=15

El nimero de superficies generadas por la subdivision (NSCP) esigua a cuadrado de
lafrecuencia, y se expresa por la siguiente expresion:
NSCP = f* ©)
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El nimero de lados generados por la subdivision realizada a la cara de la piramide es
igua a

e (3 FY

NLCP = (TJ . -_f + 1) (10)
Para calcular el nimero total de superficies (NSdomo), vértices (NVdomo) y lados
(NLdomo) del domo se usan las expresiones 11, 12 y 13 respectivamente (Nayfeh y

Hefzy, 1979).

NSdomo=n- f (11)
Nldomo = [anJ (1+3-5) (12)
NVdomo=1+ [[ HE—fJ (f+ l}} (13)

El nimero total de superficies, vértices y lados debe cumplir con la Formula de Euler
para una clpula parcia, es decir, una esfera abierta, que plantea que la suma de las
superficies mas los vértices debe ser iguala al numero de lados mas 1. A partir de las
coordenadas de los vértices 1, 2 y 3 del triangulo que forma la cara de la piramide, se
determinan las coordenadas (X1J, Y1J, ZIJ) de los vértices de las subdivisiones
generadas, figura 9.

1 0=

(f-2.0) (F253)

2,0 F21-2)
. EYAVAN YAV o
NAVAVAVAN) o

.0) 1) (12) 3 (14 T

Figura 9. Numeracion de los vértices

Las coordenadas de los vértices se calculan por las siguientes expresiones, (Nayfeh y
Hefzy, 1979):

1j 1 LF LF
NVt ADY, ) (14)
1 \ jF . jF !
E.u.zj,—i-l::.::—::_]_;.|:;.:3—'Z:I] (15)
i LF LF

Donde: | y J son nimeros enteros que varian de 0 hasta € valor de la frecuencia (f). En
el vértice 1 los valores de | y J son ceros, en € vértice 2, e valor de | esigua ala
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frecuenciaf, y el de Jesigua acero, y en e vértice 3 los valoresde | y J son iguales a
la frecuencia (I=f y J=f). La distancia entre dos vértices vecinos a lo largo de los
segmentos 1-2 y 1-3 es constante eigual a L,/f , y la distancia de dos veértices vecinos a
lo largo del segmento 2-3, es constante eigual a: L/f.

Una vez obtenidas las coordenadas de |os vértices de | as subdivisiones redizadas a una
de las caras de la piramide, se generan las coordenadas de los vértices del resto de las
caras de la piramide. Para €llo, se aplica a las coordenadas cal culadas transformaciones
de rotacion alrededor del ge perpendicular a plano de la base de la piramide o domo.
Cada coordenada de los veértices de las subdivisiones de la primera cara (X1J, Y1J, Z1J)
se multiplica por la matriz de rotacién arededor del €e Z obteniéndose las coordenadas
de los vértices de la segunda cara de la pirdmide (x“*, ¥, z(%)). Para cacular las

coordenadas (x'*, ¥, 23y de los vértices de la tercera cara de la piramide, se

multiplican las coordenadas de la segunda cara por la matriz de rotacion, y asi
sucesivamente hasta tener las coordenadas de los vértices de todas las caras de la
pirdmide ecuaciones dela 16 ala 18, figura 10.

) ) ) cos () sen(a) 0 (16)
[J-."-'-“.lr'-'-.ﬁl'-] = ['f;] *|—sen(a) coz(a) O
0 0 1
cos (@)  seni{a} 0 (17)
[ ¥ Z-E-] = [ Vg ] “|—sen(e) cosia)} 0O
0 0 1
cos (e} sen(a) 0 (18)
[‘ m oyl g ]= [1 Pl pin=t 2= _cen(a) cos(a) O
0 0 1
4 3
(¢A?)
(3, 3,3) (X Y0 Zy)

(XY ZH

( x(dﬁlY(4]Z(4]

-1} (n-1)_(n-4)
Y2

(X )

Figura 10. Transformacion de rotacion
Esta transformacion de rotacion se aplica n-1 veces con un angulo de rotacion igua a
a = 2=, obteniéndose la geometria que se muestraen lafigura 11.
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Figura 11. Vértices sobre las caras de la pirdmide

Proyeccién delos puntos sobre la esfera

Una vez determinadas |as coordenadas de |os vértices de las subdivisiones de todas las
caras de la pirdmide, se procede a proyectar dichas coordenadas (X, Y, z,) sobre la
superficie esférica del domo, que seré definida por las coordenadas (x7, , v, Z7 ),

paralo cua se seguirdel siguiente procedimiento.

El punto “p” representa el origen de proyeccion cuyas coordenadas son (Xp, Yp, Zp), €
punto “v” representa el punto sobre la cara de la piramide que se desea proyectar sobre
la superficie esférica del domo. El punto “k” es el punto proyectado sobre la superficie
esféricay sus coordenadas son (X, Yk, Z), figura 12

La linea formada por los puntos “p” y “v” representa la linea de proyeccion. El punto
“O” es el centro de la superficie esférica del domo y su coordenada viene dada por (X,,
Y., Z,). Para obtener la coordenada del punto k se utiliza la ecuacion cartesiana de una

esferay la ecuacion paramétrica de unarecta.

Figura 12. Proyeccion de un punto sobre una superficie esférica

La ecuacién cartesiana de la esfera que representa la superficie del domo es:

(X, — %)+ (Y —¥,) + (2, — Z,)% = RSP (20)
La ecuacién paramétrica de lalinea de proyeccion viene dada por |as expresiones:
N =X+t (X - %) (21)
Vi=V,+t-(V,-V,) (22)
Zy=Z,+t-(2,-X2,) (23)

Donde: t es un valor que puede tomar valor real, cuando el valor estaentre 0y 1 quiere
decir que el punto k esta situado dentro del segmento de linea p-v, Si €s mayor que uno
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significa que e punto k esta situado fuera del segmento de linea p-v, es decir, se
encuentra por fuera de dicho segmento.

Sustituyendo las ecuaciones paramétricas de la linea de proyeccién en la ecuacion
cartesiana de la esfera se obtiene la siguiente ecuacién cuadrética.

o RS - - e 1 - = ."___ = - - = n
X, +t-(% -X)—X) +\¥p+t-\¥,-¥)-Y,) + 2, +¢t-(Z,—Z,)-Z,) =Re (24)

Redlizando las transformaciones correspondiente se obtiene la ecuacion cuadratica
siguiente:
tt.att-ble=0 (25)
Donde:
a=(x-x%)+(%-%) +(2.-2)

b=2. [[X —X_,_,} ' [5{_. _XG} LR [Y - Y_:} ' [Y_- - YG} T [:Z,_,—E:_,} ' [E_. _EG}]
c= HJ - XG‘}: T [1’4 - YG‘}: T [34 _ZG}: — Rc?

Resolviendo esta ecuacion cuadrética (21) se tiene que € discriminate (D) esigua a:
D=b"—4.a-c (26)
Si e discriminate es menor que cero la linea p-v no intercepta la superficie esférica. S

el discriminate es igual a cero lalinea p-v intercepta a la esfera en un solo punto y €
valor detesigua a

b (27)
2-a
Si e discriminate el mayor que cero la ecuacion tiene dos soluciones:

. = -b+4D (28)

T3
—b—+D (29)

th=——

- 2.a

Una vez obtenido €l valor de t, se sustituye en la ecuacién paramétrica de la linea de
proyeccion, ecuaciones 21, 22 y 23, y se obtiene de esa forma la coordenada (Xk, YKk,
ZK) del punto k. En e caso de que se tengan dos soluciones, es decir dos valores de t,
significa que la linea de proyeccion p-v intercepta a la esfera en dos puntos k y k’,
figura 11, por lo tanto dos juegos de coordenadas, uno para el punto k y otros para €
punto Kk’, en este caso se seccionara la coordenada del punto cuya coordenada Z, sea
mayor gque € valor de la coordenada Z del punto de proyeccién “p”, es decir Zk >Zp,
que se corresponde con € punto k. De esta forma se obtiene la proyeccion de las
coordenadas de los vértices de todas las caras de |a piramide sobre la superficie esférica
del domo. Obteniéndose un modelo geomeétrico como el que se muestra en lafigura 13,

18
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Figura 13. Vértices sobre lasuperficie  Figura 14. Modelo aambrico del domo
esféricadel domo

Obtenidas las coordenadas de los vértices, se procede a unir dos veértices vecinos
mediante segmentos de lineas rectas, generdndose de esta forma el modelo alambrico
del domo geodésico, como se muestraen lafigural4. Ladistancia de cada segmento se
determina a partir de las coordenadas de los dos vértices extremos de cada segmento,
por la expresion:

dlS‘f = \:II :::-X::E - -X::‘l :I: T ::F:.—E - F::‘l:‘ - (30)
Donde

X, Y, Z,,, SONlas coordenadas (X, Y Z) de uno de los extremos del segmento.

X2, Y2 Z,5 SON las coordenadas (X, Y Z) del otro del extremo del segmento.

3. RESULTADOSY DISCUSION

En € trabgo se presenta de manera detallada y precisa €l agoritmo y las expresiones
matematicas para la obtencion de las coordenadas de los nodos que forma la malla de
una estructura en forma de domo geodésico esférico.
Partiendo de los datos iniciaes: radio de la base del domo o diametro del tanque de
amacenamiento de combustible, altura del domo, nimero de partes en que dividira la
base, frecuencia del domo, y la coordenada del origen de proyeccion, se crea una
piramide inscripta a la superficie esférica del domo, la misma esta formada por caras
planas con formatriangular. Cada una de las caras de la pirdmide se subdividen en un
nimero de parte iguales, |lamada frecuencia, obteniéndose un conjunto de vértices los
cuales son proyectados sobre la superficie esférica del domo. Posteriormente estos
vértices son unidos mediante segmentos de lineas rectas obteniéndose e modelo
aldmbrico del domo geodésico. A continuacion se presenta la secuencia de pasos que
define de forma general e agoritmo a seguir, explicado anteriormente, para la
generacion del modelo geométrico de un domo esférico.
L os datos de entrada son:

e Radio de la base del domo, "r”

e Altura del domo, “h”.

e Numero de partes en que se dividira la base del domo, “n”

e Frecuencia del domo, “f”

e Coordenadas (Xp. Yp, Zp) del origen de proyeccion
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A partir de los datos de entrada calcular |os parametros siguientes:

El radio de curvatura de la esfera del domo, “Rc”.

La distancia entre el centro de la esfera y la base del domo, ”I”.

Lalongitud de los lados de las caras triangules de la piramide, “L1” y “L.2”

El ahgulo a que forman los segmentos 2-1 y 3-1 de una de las caras de la
piramide.

El &nhgulo B que une el centro de la esfera con los puntos situados sobre la
circunferencia base del domo.

Las coordenadas de los vértices de una de las caras triangules de la piramide,
“(X1, Y1, Z1), (X2,Y2,22)y (X3,Y3, Z3)”

El nimero de superficies y lados sobre una cara de la piramide y del domo ,
“NSCP”y “NLCP”

El nimero de vértices, superficiesy lados del domo.

Determinar las coordenadas cartesianas “(X1J, Y1J, Z1J)” de los vértices de la
subdivision realizada a una cara de la piramide.

Generar las coordenadas de los vértices para €l resto de las caras de la pirdmide,
aplicando la transformacion de rotacion a los vértices anteriormente cal culados.
Para ello se multiplican las coordenadas de cada vértice por la matriz de rotacion
alrededor del ge perpendicular alabase del domo.

(X3, Y3,,Z7,
Determinar las coordenadas = © ° " de cada vértice de las caras de la
pirdmide sobre la superficie esférica del domo, a partir de las coordenadas
cartesianas “(X1J, Y1J, Z1J) y la coordenada cartesiana (Xp, Yp, Zp) de origen
de proyeccion.

Unir dos vértices vecinos mediante segmentos de lineas rectas.

Con € objetivo de validar € procedimiento antes expuesto, asi como las expresiones
desarrolladas se elabord un programa en C++ utilizando € software libre Qt, Blanchette

(2006),

en su version Open Source. La ventana principal de dicho programa y un

gemplo de la corrida se muestra en la siguiente figura 15.

I DOMO Geodesico Esférico

Fichero  Sobre

Datos de entrada
Diametra de la base: | 100,000

Altura del domo: | 20,000

Origen de Proyeccién

Coordenada X: 0,000

Coordenada Y: |0,000

Coordenada Z: 0,000

Calcular

Dibujar

O piramide

© Vertices de una cara - Piramide
© Todos los vertices - Piramide
O Domo - Vertices

@ Domo - Lados

Figura 15. Ventanaprincipal del software DOMO Geodésico Esférico
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4. CONCLUSIONES

A partir del andlisis y recopilacion de informacion de varias investigaciones realizadas
sobre la geometria de los domos geodésicos y la modelacion de dicha geometria, se
plantea como elemento novedoso del trabajo que se presenta la creacion de un algoritmo
para la modelacion geométrica de una estructura en forma de domo geodésico esférico,
con vista a ser usado como techo fijo en los tanques de a macenamiento de combustible.
A partir del agoritmo propuesto, fue creado un programa computacional, € cua fue
programado en C++ utilizando € software libre Qt, para la modelacién del modelo
aldmbrico de la estructura del domo geodésico esférico. Mediante el mismo se obtienen
la informacion geométrica de la estructura del domo, lo cua permitird a partir de dicha
informacion la simulacion y calculo de resistencia por € método de los elementos
finitos de los diferentes elementos mecanico de la estructura. Destacar que este
algoritmo puede ser extensible a domos geodésicos con superficies parabdlicas y
elipticas.
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