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RESUMEN / ABSTRACT

En este trabajo se obtienen los modelos cinematico y dindmico de un robot industrial de cuatro grados de libertad. El
modelo cinematico se valida a través de una plataforma experimental, un microcontrolador y un programa de computadora
de alto nivel. Con base en el modelo dindmico, se determina la capacidad de carga del manipulador. Se toman en cuenta las
principales referencias bibliograficas actuales para el andlisis de los robots industriales y se realiza una discusion de los
resultados de varias simulaciones. Los modelos se pueden aplicar al disefio de mecanismos, componentes y controladores de
robots de semejante morfologia.

Palabras claves: manipulador robético, robdtica industrial, modelo cineméatico, modelo dindmico.

In this work the kinematic and dynamic models of an industrial robot of four degrees of freedom is obtained. The kinematic
model is validated through an experimental platform, a microcontroller and a high-level computer program. Based on the
dynamic model, the load capacity of the manipulator are determined. The main references for the analysis of industrial
robots are taken into account and a discussion of the results of several simulations is made. The models are applicable to
manipulators with the same morphology in order to design mechanisms, components and controllers.

Key words: robotic manipulator, industrial robotic, kinematic model, dynamic model
Titulo en Inglés: Kinematic and Dynamic Models for a 4-DOF robot.

1. -INTRODUCCION

El desarrollo tecnoldgico y la automatizacion de los procesos industriales han evolucionado a tal punto, que la mayoria de
las grandes industrias, para disminuir los costes de produccion y responder a la demanda, han tenido que actualizar sus
procesos e insertar los robots industriales. Con estas maquinas se provee a los operadores de mecanismos autbnomos que
ayudan a ampliar sus capacidades fisicas. Este fendmeno de crecimiento de la robotizacion industrial ha movido al mundo
de la investigacion para crear maquinas que puedan colaborar con el hombre en un mayor nimero de funcionalidades, mejor
eficiencia energética, mayor capacidad de adaptacidn a las condiciones del entorno de trabajo, mayor seguridad en las
operaciones y para producir bienes en un minimo de tiempo [1,2].
El objetivo de este trabajo es la obtencidn y validacion de los modelos cinematico y dindmico de un robot industrial de
cuatro grados de libertad. Para validar el modelo cinematico se construy6 una plataforma experimental que utiliza el brazo
robotico S5 de carga/descarga modelo DIY de Sain Smart, que en lo delante denominaremos abreviadamente BRCD. Los
modelos matematicos a obtener son una herramienta Util para el disefio de robots que tengan esta configuracion;
considerando que la actividad de disefiar incluye el dimensionado y la seleccion de materiales para las uniones, brazos,
soportes y otras partes; y también la seleccion de componentes como actuadores, cojinetes, pernos, y otras componentes.
Desde el punto de vista de control, el modelo dindmico es utilizado para el control de posicion, velocidad, fuerza entre
otros. Es posible encontrar robots con esta morfologia en procesos industriales de estibacion, embalaje, soldadura, corte y
pintura [3-5].
Los objetivos especificos del trabajo se enumeran a continuacion:
1. Obtener el modelo cinematico directo de posicién, inverso de posicién, directo de velocidad e inverso de velocidad para
el BRCD.
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2. Obtener el modelo dindmico del BRCD.

3. Validar de forma practica y/o simulada cada uno de los modelos obtenidos.

4. Determinar la capacidad de carga del BRCD.

La estructura del contenido es la siguiente: En la seccion 1 se realiza una revisién de las metodologias para la modelacién de
los manipuladores robéticos que existen en la actualidad. En la seccion 2 se establece el marco tedrico para el analisis de la
cinematica del manipulador robético y se aplican las técnicas necesarias para resolver la cinematica de posicion y de
velocidad. En la seccidn 3 se describen los materiales y componentes que se utilizaron para la construccion de la plataforma
experimental y se discuten los resultados practicos y tedricos obtenidos de la validacion del modelo cinematico. En la
seccion 3 se establece el marco tedrico para la modelacion dinamica, se obtiene el modelo y se valida a través de una
simulacion. Ademas, mediante un algoritmo se calcula la capacidad de carga del manipulador.

2.-CONCEPTOS BASICOS Y TRABAJOS RELACIONADOS

En la literatura se reportan varios métodos para enfrentar el proceso de modelacion de un manipulador. La estructura
mecanica del robot que es objeto de estudio es fundamental a la hora de seleccionar una metodologia a seguir.

Para el andlisis cinematico, en el caso de estructuras simples, se utilizan técnicas basadas en trigonometria y geometria
elementales. En particular se aplican las propiedades de los angulos interiores de los triangulos, el teorema de Pitagoras, las
relaciones trigonométricas y la ley de los cosenos. El algebra lineal es otra de las ramas fundamentales. En casi todas las
etapas de modelacién se necesita efectuar operaciones matriciales y vectoriales, aplicadas a los movimientos de traslacion y
rotacion de un cuerpo rigido en el espacio.

Es de vital importancia el dominio de las matrices de rotacién dadas en (1a, b, ¢), donde sin(8) = s y cos(6) = c. Estas
matrices permiten expresar las coordenadas de un vector sobre un marco de referencia, en funcidén de otro marco de
referencia que se encuentre rotado con respecto al primero [6,7]. La rotacién de un marco de referencia sobre el eje x un
angulo 6 se calcula con la matriz de rotacion R, g , sobre al eje y con la matriz R,, g, mientras que sobre eje z con R, 4.

1 0 O c 0 -s c —s 0 R 0
Rx,B = [0 C —Sl Ry,@ = [0 1 0 l RZ,B = [g c Ol A= [f3><3 W3><1] (1)
0 s ¢ s 0 c 0 0 1 1x3  Wix1
) b) ) d)

En robdtica es comdn utilizar la denominada matriz de transformacion homogénea [6-8]. Esta es una matriz de 4 x 4 que
contiene informacion, tanto de la orientacién como de la traslacion de un marco de referencia con respecto a otro, su
estructura se presenta en (1d), donde R5,5 €S una matriz de rotacion, f;.5 €s un vector fila que puede presentar un cambio
de perspectiva entre los marcos, en robética este vector es nulo, w;,, representa un cambio de escala entre marcos de
referencia, en robética este valor es la unidad. Finalmente 054, es la distancia entre los origenes de los marcos de
referencia.

Se destaca que a la multiplicacion de n matrices de transformacion homogéneas se le denomina composicién, y permite
transformar las coordenadas de un punto sobre un marco de referencia, a lo largo de n marcos de referencia rotados y
desplazados entre si [6].

La definicion de un cuerpo en el espacio es relativamente facil utilizando coordenadas cartesianas. Sin embargo, definir la
orientacion de un cuerpo en el espacio es algo mas complejo, para ello se utiliza la representacion de Euler, la
representacion roll-pitch-yaw o la representacién por eje/angulo [1,6,8].

Otro método matematico que se aplica en el andlisis cinematico es el método de los cuaternios. El término cuaternios parte
de una extensidn de los nimeros complejos y permite determinar la orientaciéon de un objeto en el espacio tridimensional
[9,10].

En el andlisis de un manipulador robotico se debe asignar un marco de referencia a cada eslabén que conforma su cadena
cinemética (Figuras 1y 2). El primer marco representa la base del manipulador y el tltimo su punto terminal (PT). Aunque
los marcos pueden asignarse arbitrariamente es aconsejable seleccionar un convenio para la localizacion de los marcos, esto
favorece la modelacién del manipulador y la eficiencia computacional. La convencién fundamental para la asignacion de
marcos de referencia es la de Denavit y Hartenberg (DH)[6,7].

Para la modelacion cinemética y dindmica es necesario aplicar el convenio DH de forma tal que se describa el robot en
funcion de los parametros estaticos de los eslabones y las variables de cada articulacion. Estas variables pueden ser de
desplazamiento o de rotacién. La modelacion se divide en cinco partes:

Modelo cinematico directo de posicion: determina la posicién del PT a partir de las variables de articulacion [8-11].
Modelo cinematico inverso de posicion: determina el valor de las variables de articulacion en funcién de la posicion del
PT deseada. Su solucion puede obtenerse mediante una relacién matematica explicita o por medio de procedimientos
numéricos iterativos [8,10,11]. Para casos de robots con 6 GDL se recomienda el uso del método de desacoplamiento
cinematico. Este método permite resolver los tres grados de libertad dedicados al posicionamiento de manera independiente
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a los tres grados de libertad dedicados a la orientacion [6]. Los métodos numéricos tienen el inconveniente de que su
convergencia no siempre esta garantizada.

Modelo cineméatico directo de velocidad: determina la velocidad del PT a partir de las velocidades de las variables de
articulacién. Para obtener este modelo se debe definir la matriz jacobiana del manipulador. Esta puede considerarse como la
version vectorial de la derivada ordinaria de una funcion escalar [8,11].

Modelo cinematico inverso de velocidad: determina las velocidades de las variables de articulacion a partir de la velocidad
del PT deseada. Este modelo es facil de obtener si se calcula la inversa de la matriz jacobiana. En caso de que la matriz
jacobiana sea no cuadrada, deberé utilizarse la denominada pseudoiversa [8,11].

Modelo dinamico: es imprescindible para disefiar y evaluar la estructura mecénica del robot, asi como dimensionar los
actuadores y otras partes. Para la resolucion de este modelo se usan métodos y procedimientos basados en la mecénica
Newtoniana y Lagrangiana [6,7,12]. La formulacion del modelo dindmico por el método Euler—Lagrange fue presentado por
Uiker en 1965. Este modelo conduce a unas ecuaciones finales bien estructuradas donde aparecen de manera clara los
diversos pares y fuerzas que intervienen en el movimiento (inercia, centrifuga, Coriolis, gravedad). -La desventaja del
modelo radica en que es ineficiente desde el punto de vista computacional, pues el nimero de operaciones crece con una
potencia de cuatro en relacion con el nimero de grados de libertad que presente el robot [6,8,13,14]. Otro método utilizado
para la obtencion del modelo dinamico es mediante la formulacion de Newton-Euler [15]. Para usar este método se parte de
la ley de conservacion de par y fuerza. Se aplica habitualmente en robots de 6 grados de libertad, ya que el coste
computacional es mucho menor en comparacion con el método Euler-Lagrange.

Una vez que se cuenta con los modelos del manipulador, para su puesta en practica es importante tener en cuenta la
trayectoria que seguird dentro de su espacio de trabajo[1,7,8,16,17] y el estudio de las singularidades del mismo[1,8,18]. El
andlisis de las singularidades tiene que ver con determinadas posturas del manipulador que pueden incidir en un desempefio
inadecuado de los sistemas de control.

3.- MODELO CINEMATICO.

La Figura 1 muestra la representacion simbolica del BRCD, sobre esta representacion aparecen los 5 marcos de referencias
necesarios para modelar el brazo. Note que el BRCD tiene cuatro grados de libertad, debido a sus cuatro articulaciones
rotacionales y sus cinco eslabones, contando la base. Este manipulador se denomina angular o articulado y posee un area de
trabajo esférica. De acuerdo con el convenio DH los marcos de referencia se colocan considerando las siguientes pautas:
1. Las articulaciones se enumeran desde i = 1 hasta n, siendo i, la i-ésima articulacion.
2. Los ejes z; se colocan a lo largo de la siguiente articulacion i + 1.
3. Siz;yz;_, seinterceptan, el origen del marco x;y;z; se sitla en ese punto. Esto sucede tanto entre los marcos x,v,z, Y
X1Y121, COMO entre 10S Marcos x,y,2z, Y X3Y3Z3.
4. Eleje x; se toma a lo largo de la normal comdn entre los ejes z; y z;_; con direccion desde la articulacion i hacia i + 1.
5. El eje y; se toma de forma que se complete el marco.
6. Para la base (marco x,y,z,) solo se especifica la direccion del eje z, y se escoge x, Y y, a conveniencia.
7. Parael Gltimo eslab6n no hay marco i + 1. En general la articulacién n es de rotacion y el eje z,, se escoge
alineado con z,,_;.

Xy

Eslabdn 4 — Za
Articulacion 4

. ) s Va3 - 'y
Zo, Yy Articulacién 3 044
Articulacion 2 ds
_(32 . X Zy
Yo Xy Eslabén 3
Yoz Eslabon 2
a Z3.
- «Eslabon1, | 484 Bidt
0, e
Articulacion 1
Eslabdn 0
Figura 1

Representacion simbolica del BRCD vy asignacion de marcos de referencia.

A partir de estos marcos de referencia se obtienen los cuatro pardmetros del manipulador:
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e Largo del eslabén a;: distancia entre los ejes z;_, Yy z; a lo largo del eje x;.

e Distancia de articulacion d;: distancia entre los eje x;_; y x; a lo largo del eje z;_;.

e Angulo de articulacion 6;: rotacion requerida del eje x;_, sobre z;_, para quedar paralelo a x;. Se usa la regla de la

mano derecha para conocer el sentido.

e Angulo de torsion a;: rotacion requerida del eje z;_, sobre x; para quedar paralelo a z;.
En la Tabla 1 se muestran los datos particulares del BRCD, se observan datos constantes que representan las dimensiones
de los eslabones y los angulos de torsion entre las articulaciones 1y 2, y las articulaciones 3 y 4 respectivamente. Note que
en cada fila de la tabla solo hay una variable, en este caso el angulo de rotacién de cada una de las articulaciones 6; .

Tabla 1
Parametros DH para el BRCD.
Eslabon (i) a; (cm) a; d; (cm) 0,
1 a; =0 a,=mn/2 |d; = 6,
2 a, =105 |a, =0 d, = 0,
3 a; =0 a; =n/2 |d;= O3
4 a, =0 a,=0 d, =17 | 6,

3.1.- MODELO CINEMATICO DIRECTO DE POSICION

Para conocer la posicion del PT se puede simplificar el esquema mostrado en la Figura 1, ya que es obvio que la articulacién
4 no influye en la posicion final del manipulador. La Figura 2 muestra la nueva representacion y la Tabla 2 los parametros
asociados.

.
¥

. , Xy
T, :
2! L %R
0

| 23

g -~
a, -
= ,xi —*| Noafectael
0 X1 %2 posicionamiento
Yo. 2y ¥ -

z
S
‘ a, B3

20, 1

Figura 2.
Representacion simbdlica simplificada del BRCD.

Note que la Tabla 2 disminuye en una fila con respecto a la Tabla 1, lo cual repercutira en la cantidad de operaciones a
realizar para calcular la cinematica directa del manipulador. Al eliminar la articulacion 4 no hay angulo de torsién entre 2 y
3y la distancia de articulacion d, se convierte en el largo de eslabon a;.

Tabla 2
Parametros DH simplificados.
Eslabén (i) a; (cm) a; d; (cm) | 6;
1 a; =0 a=n/2 | di=0 | 6
2 a, = 10,5 a,=0 d,=0 | 6,
3 a; =17 a; =0 d;=0 | 65

El convenio DH indica que cada fila de la Tabla 2 debe ser convertida en una matriz homogénea A:~* que se obtiene de la
composicién de 4 matrices homogéneas bésicas segun la siguiente ecuacion:

Ai:_l = Rz,eiTz,de,ain,ai (2

3
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donde:
cosB; —sinB; 0 O 1 0 0 O 1 0 0 g 1 0 0 0
R = sin@; cosB6; 0 0 T = 01 0 O T = 01 0 O R. = 0 cosa; —sina; O
%0 0 0 1 0f 7 ]o 0 1 4 10 0 1 0 @i 10 sina; cosa; O
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

La matriz R, o, indica rotacion en el eje z un angulo 6;, la matriz T, 4, indica traslacion sobre el eje z una distancia d;, la
matriz R, ., indica rotacion en el eje x un angulo a;, mientras que la matriz T, ,, indica traslacion sobre el eje x una

distancia a;. Al efectuar estas operaciones matriciales se tiene como resultado la ecuacion (3), que es una matriz homogénea
en funcién de 6; ya que el resto de los parametros son constantes.

cosO; —sinB;cosa; sinB;sina; a;co0sO;
A1 = sinB; cosB;cosa; —cosO;sina; a;Sinb; @)
LT oo sing; cosa; d;
14 14 L
0 0 0 1
A partir de la ecuacion anterior se obtienen las matrices asociadas a cada eslabén:
cos6; 0 sin6; O cosO, —sinB, 0 a,cosO, cosO; —sinB; 0 azcos6,
40 = sin6; 0 —cos6; 0 AL = sinB, cos6, 0 a,sin6, A2 = sinB; cosO; 0 a3sinB,
! 0 1 0 0 2 0 0 1 0 3 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0 1

El primer resultado A9 brinda informacion de la orientacion del marco x;y, z; referido al marco base. Ambos marcos estan
superpuestos uno encima del otro, pero con una orientacion diferente. El segundo marco esta trasladado una distancia
[a,cos0, a,sinB, 0]7 respecto del primer marco y también con una orientacion diferente a este. Por Gltimo, el marco
X3Y3Z3 esta desplazado [a;cos0; a;sinB; 0]7 respecto del segundo marco y también con una orientacion diferente.

La composicién de estas matrices homogéneas segun la ecuacidn (4) permite encontrar las coordenadas del PT del
manipulador en funcién del marco base y por tanto la posicion de este punto respecto a la base.

T3 (q) = ATA3A3 O

Al vectorg =[0; 6, 053] sele denomina vector de coordenadas generalizadas. El resultado de esta operacion es:
C1CpC3 — C1S5,S3 —C1CpS3 — C1C3S; S1 aAyC1Cy — A3C1572S3 + a3C1C7C3
CyC3S81 — $152S3 —CyS81S3 — (35153 —C1 ApC3S1 — A351S5,83 + a3C,C351
C;S3 + €3S, CyC3 — SpS3 0 a,S, + asc,;s3 + ascss;
0 0 0 1

T30 (@ = (5)

Donde cos 6; = ¢; y sin6; = s;. De la matriz (5) se obtiene el modelo cinematico directo de posicion para el BRDC. La
posicion del PT es:
Dx A2C1C; — A3C153S3 + A3C1C2C3
09 = [Pyl = [‘125251 — a3515;53 + ‘13520351] (6)
1 a,S, + a3CyS3 + a3C3S,
Mientras que su orientacion final con respecto a la base esta dada por la matriz de rotacion:

€1C2C3 — (15,83 —C1C83 — C103S,; 51
C2C351 — 815283  —C251S3 —(€351S3 —(
C3S3 + €3S, CyC3 — S, 83 0

R = @

Ejemplo 1: Para 6, = 309,60, = 45°,6; = 60°, la posicion alcanzada por el PT fue de (2.6195,1.5123,23.8454). En la
Figura 3 se observa la representacion grafica del manipulador para estos angulos.
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Posicion del manipulador plano X-Z Posicién del manipulador plano X-Y
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Figura 3

Posicion del manipulador para el ejemplo 1.

3.2.- MODELO CINEMATICO INVERSO DE POSICION

Resolver el modelo cinematico inverso, o sea, obtener los valores de g a partir de 02 implica resolver el sistema de tres
ecuaciones y tres incognitas que se observa en (6). Sin embargo, estas ecuaciones trigonométricas no son sencillas de
resolver, la mayor parte de las veces hay mas de una solucion posible e incluso infinitas soluciones. Para el BRCD se aplica
el método geométrico que se describe a continuacion.
De la Figura 4 se observa que el angulo 8, se obtiene de la ecuacion trigonométrica:

6, = tan™! (Z—y),v py #0,p, # 0 (8)

P

Si p,, Yy px son nulos, se obtienen infinitas soluciones para 0,, esto indica que el PT se encuentra sobre el eje z de la base.
En este caso se puede escoger un valor arbitrario o simplemente mantener el valor anterior.

PT

Py

I I S

Yo

Xo

Figura 4
Representacion geométrica del BRCD.

Para calcular cualquier angulo 6, en lugar de usar la ecuacién 6 = tan™! (%) resulta mas practico utilizar la funcion:
6 = atan2(y, x) 9)

Esta funcién se denomina arco-tangente de dos argumentos y utiliza los signos de x e y para seleccionar de forma
automdtica el cuadrante del angulo 8, por ejemplo atan2(1,—-1) = —E, mientras que atan2(—1,1) = +%. La mayoria

de los asistentes matematicos y librerias de los lenguajes de programacién modernos cuentan con ella. Luego:

A partir de la Figura 4 y el teorema de Pitagoras se plantea la ecuacion:
r? =pi+py (11)

Para obtener los valores de 6, y 65 se utiliza la construccion geométrica que se muestra en la Figura 5. La misma muestra
dos posibles posturas del BRCD para alcanzar la misma posicion final.
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Pz R PT

Figura 5
Posturas del BRCD con la misma PT.

De un andlisis geométrico se obtienen las siguientes relaciones:

De acuerdo con el teorema de Pitagoras:
P?=r?+p;=pi+py+p; (13)
Aplicando la ley de cosenos y (12) se tiene:
P? = a3+ a% — 2aya; cos A = a% + a3 + 2a,a; cos O (14)
a? = P?+ a3 — 2Pa, cos (15)

Despejando cos 65 en  (14) y combinando con (13) se obtiene:
_pitpy+pi—(a+ad)

= = 16
cos O, 200 C (16)
sin@; = +./(1 — €)? (7)
Combinando (16) y (17) en (9) se obtiene:
93=auna(i (1—c3ac) (18)

Si se toma el valor positivo de 65 se selecciona la postura inferior que se muestra en la Figura 5, por el contrario si se toma
el valor de 65 con signo negativo se selecciona la postura superior.
El valor de 6, se obtiene:

a+f si63<0 (19)

a—f si6;3>0
92:{
a siB; =0

Donde g se calcula a partirde (13)y  (15):
ﬁzwf%ﬁ+ﬁ+ﬁ+ﬁ—ﬁ>

2a,,/ pZ +p; + 0z

(20)

Y a se calcula usando (9) y (11):

a = atan2(p,,r) = atan2 (pz, ’ P3 + py? ) (21)

Las ecuaciones (10), (18) y (19) conforman el modelo cinematico inverso de posicion para el BRCD. Estas ecuaciones
quedan en funcion de los parametros constantes del manipulador a,, a; y el PT dado por las coordenadas (py, py, pz)-
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Ejemplo 2: Si se desea que el PT esté en la posicion (10, 10, 15). La primera solucion esta dada por los angulos: 6; = 45°,
6, = —8.6°, 6; = 85.7%; mientras que la segunda solucién por: 6, = 45°,6, = 102°,6, = —85.7°. La Figura 6 muestra
la representacion en 3 dimensiones para las dos posturas posibles del BRCD.

10.0,10.

Figura 6
Posicion del manipulador para el ejemplo 2.

Vale indicar que para un robot con menos de 6 grados de libertad no es posible especificar cualquier orientacién deseada
para el PT. La orientacion de este punto queda determinada cuando se escoge una posicién en el espacio de trabajo para
este. Sin embargo, en el BRCD es posible variar esta orientacion final en un grado de libertad, utilizando la articulacion 4.
En la plataforma experimental construida se manipula esta articulacion de forma independiente una vez que se alcanza la
posicion deseada.

3.3.- MODELO CINEMATICO DIRECTO DE VELOCIDAD

Para calcular la cinematica directa de velocidad se debe tener en cuenta que cada articulacion rotacional aporta velocidad

angular y velocidad lineal al PT. El aporte de cada articulaciéon depende de la posicidon del robot para cada instante de

tiempo t. La ecuacion (22) muestra la forma correcta de adicionar las velocidades angulares en un manipulador robético [7].
0 = w? +Rw} + ROw? + -+ R) jw!™t + -+ Rl ™t (22)

En (22) n es la cantidad de articulaciones del manipulador. Note que las velocidades angulares solo pueden sumarse si estan
referidas al mismo marco de referencia. EI término R?_,w!™* permite adicionar la velocidad angular w!™* que aporta la
articulacion i, por medio de su actuador, al PT. Para ello se multiplica esta cantidad por la matriz de rotacion RY_, del marco
Xi_1Yi—1Zi_1 respecto de la base.

La representacion de la velocidad lineal y angular del PT se escribe en forma vectorial X =
[Vx Vy VUV Wy wy @z]T El modelo matematico de la cinematica de velocidad directa del manipulador implica
obtener la matriz jacobiana J de la ecuacion (23).

X=]Jq (23)

Donde ¢ =[q: ¢, 4z qs]T es el vector de velocidades generalizadas del BRCD. En la practica sus valores son
conocidos si se colocan sensores de velocidad en las articulaciones. Note que la matriz / debe ser 6 x 4, donde cada
columna J; de 6 x 1 se asocia a una de las articulaciones del manipulador:

X=[h 2 J3 L (24)
A su vez cada columna J; se divide en dos vectores, que se relacionan con la velocidad lineal y la velocidad angular:
Jo;
Ji=|T— (25)
' ]wi

Los valores de J,, se pueden inferir directamente de la ecuacion (22). Para ello se reescribe esta ecuacion de la siguiente
forma:
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4

4 4
wg = Z Rlp—lwll::_l = Z R?—lk(h = Z Zi_1 q; (26)
i=1 i=1

i=1
Zis = R{,K (27)

Donde ¢; es la velocidad angular en funcion de la variable de articulacion y k = [0 0 1]7 es el vector unitario asociado al
eje z. Este vector indica que de acuerdo con el convenio la rotacion se efectlia solamente en el eje z. Luego:

]wi = Zi—q (28)

La componente J,,, esta relacionada con la velocidad lineal, en el analisis se parte de la ecuacion clasica:
V=wXTr (29)

Donde v es el vector velocidad lineal, w el vector velocidad angular y r = d5~* , o sea la distancia entre el origen del marco
de referencia de la i-ésima articulacién 0;_; y el marco de referencia del PT, 0,, segin se puede ver en la Figura 7.
Reescribiendo (29) en funcion de las variables de articulacién se tiene:

v = RY, (g x di™) (30)

Figura 7
Velocidad lineal del PT debido a la i-ésima articulacién. Tomada de [7].

Recuérdese que para obtener la velocidad con respecto a la base se debe multiplicar por la matriz de rotacion del eje
asociado hasta la base. De (30), (27) y la Figura 7 se tiene:

v = GR)_ KX R)_,d}* (31)
v = Gziq X (dy —d]_y) = Guziy X (0 — 0;_;) (32)

Y por tanto
]vi = zZjq X (On - 01’—1) (33)

En (24) los términos J; se obtienen de la siguiente forma:

J, = [0 (2‘; 0] L =001, 0,=[000]

= [PX OO0 Rk k=007

J3 = 72 (21 ~ 0] .,z =Rk w
I = 25 (22 N 03):, z3 = Rk
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Los valores de RY y 0; se calculan a partir de las ecuaciones de la cinematica directa desde la base hasta la articulacion i.
Por ejemplo, las variables asociadas con el segundo eslabon y basados en la Tabla 1, son:

C1C; —C1S2 S1 Q010

C1C2 _Clsz Sl Sl a2C1C2

€251 —S1S2 —C1 G085
TY = A%4L = . . 0 s JRY =251 —s1S2 —Ci|,z, = |1, 0, = | Q2625
2 2 222 Sy Cy 0 0 a,s,

0 0 0 1

El resultado final es:

Uy [— 51(dySa3 + azc;)  ¢1(dyCrz — ap5;)  dyCascy 0 ]
[Vy] c1(dsSas + a26)  51(dyCoz — az87)  dyCa3sy 0 | a1
vz — 0 d4523 + a2C2 d4_523 O qz (35)
(‘)x 0 Sl Sl 523C1 Q3
Wy, 0 -G -G 52351 | Lda
wZ 1 0 O - C23
Donde So3 = SIH(QZ + 62) ,Cr3 = COS(QZ + 02).
3.4.- MODELO CINEMATICO INVERSO DE VELOCIDAD
Para obtener el modelo cinematico inverso de velocidad se debe invertir la ecuacion (23) o la ecuacion (35)
g=J'X (36)

Esto solo se puede lograr si la matriz J es invertible. Para un manipulador de menos de seis articulaciones, esto es posible si
y solo si X se encuentra en el rango del Jacobiano [1,7]:

rank J(q) = rank[J(q)|X] (37)

La solucién se puede obtener usando la pseudoinversa de la matriz jacobiana J* de forma tal que se cumpla la condicién
J*J =1[1,7]. Una forma para obtener la pseudoinversa es J* = (JT/)~1JT. Por tanto, si se tiene la matriz jacobiana por la
ecuacion (35) también se tiene su modelo cinematico inverso:

q=J*X (38)

Las ecuaciones (35) y (38) conforman el modelo cinematico directo e inverso de velocidad respectivamente para el BRCD.

3.5.- VALIDACION DEL MODELO CINEMATICO

Para validar tedricamente el modelo cinematico de posicion, basta con obtener los angulos de articulacién 6, 6,, 65 del
modelo cinematico inverso de posicion para una o varias posiciones deseadas del PT Pr(x,y,z) y luego comprobar, con el
modelo cinematico de posicion directo que estos angulos brindan como resultado la misma posicion Pr(x,y,z). Sin
embargo, esto no implica que en la practica los modelos queden validados.

La Plataforma de Validacion Experimental (PVE) que se construyé esta formada por los siguientes componentes:

1. Brazo robético S5 de carga/descarga modelo DIY de Sain Smart (BRCD): posee cuatro grados de libertad y una
pinza de agarre. Los actuadores son 4 servomotores modelo MG996R y uno modelo DS3218. Los primeros con un
torque maximo de 11 Kg.cm, y el segundo hasta 15 Kg.cm, ambos con un voltaje de alimentacion que puede variar
entre4.8Vy7.2V.

2. Microcontrolador Arduino UNO: dotado con un procesador Atmega 328, posee 6 salidas PWM, de las cuales 5 se
utilizan para manipular los servomotores del BRCD.

3. Fuente de alimentacion 5V, 2.5 A.

4. Programa de computadora de alto nivel desarrollado en C++.

El programa de alto nivel, recibe del usuario la posicién final que desea colocar en el BRCD, permite manipular la
orientacion del cuarto eslabdn de forma independiente y también abrir y cerrar la pinza de agarre. Con estos datos calcula la
cinematica inversa de posicion y envia los resultados, utilizando comunicacion serie, al Arduino UNO. En el Arduino se
recibe la informacion, se calcula la trayectoria desde el punto actual hasta el siguiente y se manda la sefial correspondiente a
cada servomotor a través de las salidas PWM asociadas.
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3.5.1- VALIDACION DEL MODELO CINEMATICO DE POSICION

Una vez que la PVE estd en marcha se puede formular la siguiente hipétesis de validacion: si se le ordena al BRCD que
alcance una serie de posiciones dentro de su espacio de trabajo, y este logra llegar a las posiciones esperadas entonces el
modelo se puede considerar adecuado. La hipétesis se comprueba mediante el experimento que se describe a continuacion.
Para analizar la posicion que alcanza el PT con respecto al resultado del modelo, se calculan los errores cometidos [19]. Por
definicion si se mide una magnitud cuyo valor verdadero es M,, y cuyo valor medido es M, el error absoluto cometido es:

Ea = |M - le (39)
Por otro lado, el error relativo se define como:

—_— Ea
M|

E, (40)

Para realizar las mediciones se consider6 una orientacién de la mufieca fija y la pinza cerrada. En la Tabla 3 aparece la
medicidn de cada una de las posiciones reales alcanzadas por el BRCD a partir de los resultados obtenidos por el modelo
cinematico directo de posicion. Para la primera medicién el BRCD parte de su posicion inicial, para el resto de las
mediciones que se realizaron el punto de partida es la postura anterior. Ademas, se presentan los errores absolutos
cometidos con respecto a los ejes x,y,z. Los errores se calcularon considerando como valor verdadero los valores de
posicién que se obtuvieron aplicando el modelo cinematico inverso de posicion.

Tabla 3
Célculo de los errores de medicién de posicion.
Variables de Posicién dada por el modelo Posicion Real (cm) Error absoluto(cm)
articulacion cinematico (cm)
01 02 03 X y Y4 X y z X y z

0 45° | Q° 0° 19.4454 19.4454 0.0000 18.7 19.7 0.2 0.7 0.3 0.2
1 30° | Q° 0° 23.8157 13.7500 0.0000 237 135 0.2 0.1 0.3 0.2
2 60° | o° 0° 13.7500 23.8157 0.0000 13.3 235 0.2 0.4 0.3 0.2
3 45° | 30° | oQ° 16.8402 16.8402 13.7500 17.5 17.5 12.5 0.7 0.7 1.3
4 | 45° | 45° | 0° 13.7500 13.7500 19.4454 14.7 14.7 17.7 0.9 0.9 1.7
5 45° | 60° | 0Q° 9.7227 9.7227 23.8157 10.5 11.0 | 230 1.1 13 0.8
6 30° | 30° | 0° 20.6250 11.9078 13.7500 21.0 12.5 12.6 0.4 0.6 1.2
7 60° | 45° | 0° 9.7227 16.8402 19.4454 10.5 18.2 18.0 0.8 1.4 1.4
8 30° | 60° | 0° 11.9078 6.8750 23.8157 13.5 75 235 1.6 0.6 0.3
9 60° | 60° | Q° 6.8750 11.9078 23.8157 77 135 | 230 0.8 16 0.8
10 30° | 30° 30° 15.2362 8.7966 19.9724 16.0 8.0 19.5 0.8 0.8 0.5
11 30° | 30° 45° 11.6854 6.7466 21.6707 11.7 6.5 215 0.0 0.2 0.2
12 | 60° | 30° | 30° 8.7966 15.2362 19.9724 9.6 16.7 18.5 0.8 15 15
13 | 45° | 30° | 45° 9.5411 9.5411 21.6707 9.0 9.0 220 05 05 03

Error Absoluto 0.7 0.8 0.8

Promedio

Varias mediciones tienen un error absoluto muy superior al error medio en los tres ejes de coordenadas. Para verificar estas
mediciones se realiza un estudio de dispersidn. La dispersion se produce cuando se obtienen valores diferentes en sucesivas
tomas de datos. Lo habitual, para enfrentar este fendmeno, es realizar tres repeticiones de la medicién y comprobar el valor
de la dispersion, la cual se calcula como:

D= M % 100 (41)

Para el analisis de la dispersidn se consideraron las mediciones 5, 7,12. En estas mediciones los errores absolutos superan o
igualan, en los tres ejes, la media de los errores. Primero se hicieron tres repeticiones de estas mediciones, pero la dispersion
calculada fue superior a 1mm, sensibilidad del aparato de medicién (regla), por lo tanto, se procedié a incrementar el
namero de repeticiones a seis. En la Tabla 4 se observa que con seis repeticiones se logro alcanzar dispersiones entre un 2 y
un 8% lo que se considera correcto para esta cantidad de repeticiones. En este caso el valor de la medicion que se considera
es la media aritmética de las seis mediciones tomadas [19]. Utilizando el método del analisis de la dispersion se logré
reducir el error absoluto de las mediciones.
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Tabla 4
Anélisis de la dispersion de la medicion.

Datos de 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 03
modelacién 60° 45° 0° 45° 60° 0° 60° 30° 30°

X y z X y z X y z

9.7227 16.8402 19.4454 9.7227 9.7227 23.8157 8.7966 15.2362 19.9724
Repeticiones Mediciones Reales Mediciones Reales Mediciones Reales

1 10.5 18.2 18.0 10.5 11.0 23.0 9.5 16.7 18.5

2 9.8 18 19 10.0 10.5 22.8 9.3 16.5 19.2

3 10.3 16.8 19.4 9.8 10 23.0 9.0 16.2 19.5

4 9.8 175 18.5 10 10.3 235 9.0 15,5 20.0

5 10 17.8 18 10.3 10.3 22.8 8.8 16.0 20.0

6 10 18 18.5 10 10.5 24.0 9.2 16.0 19.2
Dispersion 6.9% 7.9% 7.5% 7.6% 6.7% 5.1% 7.6% 7.4% 7.7%
Medicion final 10.1 17.7 18.6 10.1 10.4 23.2 9.1 16.1 19.4
EA 0.4 0.8 0.8 0.4 0.7 0.8 0.3 0.9 0.6

Durante este experimento se observo que los errores de medicién, ademas de ser provocados por imprecisiones humanas,
también se afectan por: la sensibilidad del instrumento de medicion, errores estructurales del manipulador y la sensibilidad
de los servomotores. Durante los experimentos y la calibracion de los servomotores se observo que los servomotores tienen
una sensibilidad de +1°, lo cual equivale a 0.01745 radianes. Como error de la estructura mecéanica del BRCD se observd
que cuando las articulaciones se posicionan, el eslabon tres no permanece en la posicion fijada, tienen un pequefio
desplazamiento en el sentido negativo del eje z del marco de referencia base, producto del propio peso del eslabon.
Para analizar el efecto de la sensibilidad de los servomotores sobre el error en la medicion, se realiza una prueba donde se
modifica el vector de coordenadas generalizadas q, teniendo en cuenta la sensibilidad de los servomotores. Esto implica:

au = q+1°
Donde q,, es el vector de coordenadas generalizadas modificado y g = [60° 30° 45°] es el valor escogido para la prueba.
El valor verdadero del PT para q es M, = [6.7466,11.6854,21.6707]. En la Tabla 5 se puede apreciar los errores
absolutos de posicion provocados por los servomotores.

Tabla5
Errores por el efecto de la sensibilidad de los servomotores.
qu = q+1° M (cm) Eq =M —M,|
0, 0, 05 X y z X y z

59° 29° 44° 7.2898 12.1322 21.3477 0.5432 0.4468 0.3230
61° 31° 46° 6.2174 11.2165 21.9722 0.5292 0.4689 0.3015
60° 29° 44° 7.0769 12.2576 21.3477 0.3303 0.5722 0.3230
60° 31° 46° 6.4122 11.1063 21.9722 0.3344 0.5791 0.3015
60° 29° 46° 6.7917 11.7636 215112 0.0451 0.0782 0.1595
60° 31° 44° 6.7001 11.6049 21.8286 0.0465 0.0805 0.1579
59° 30° 44° 7.0968 11.8110 21.5914 0.3502 0.1256 0.0793
61° 30° 46° 6.4024 11.5502 21.7450 0.3442 0.1352 0.0743
59° 30° 46° 6.8016 11.3197 21.7450 0.0550 0.3657 0.0743
61° 30° 44° 6.6802 12.0515 21.5914 0.0664 0.3661 0.0793
61° 31° 45° 6.3573 11.4688 21.9029 0.3893 0.2166 0.2322
61° 29° 45° 6.7240 12.1304 21.4319 0.0226 0.4450 0.2388
59° 31° 45° 6.7537 11.2400 21.9029 0.0071 0.4454 0.2322
59° 29° 45 7.1432 11.8883 21.4319 0.3966 0.2029 0.2388

Promedio 0.198 0.297 0.201

Luego de este estudio podemos concluir que el efecto de la sensibilidad de los motores puede afectar entre 0.2 - 0.3 cm la
posicién del PT.

Los experimentos realizados demuestran que el modelo cinematico de posicion es valido pues las mediciones obtenidas con
los angulos sugeridos por el modelo, se aproximan a la posicion esperada con un error absoluto promedio de 0.8 cm. Si se
tiene en cuenta que el &rea de trabajo es una esfera de 27.5 cm, el error relativo respecto del &rea de trabajo es de 2.9%. Este
resultado, segin la opinion de los autores, es aceptable para la PVE empleada, que se basa en un manipulador experimental
no profesional.
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3.5.2- VALIDACION DEL MODELO CINEMATICO DE VELOCIDAD

Al no contar con sensores de velocidad, la validacion se realiz6 de forma indirecta mediante la medicion del tiempo y
desplazamiento angular. Los datos se obtuvieron utilizando una camara de video con una precision de 0.03 segundos. Para
analizar como se propaga el error relativo de la medicion del tiempo sobre la velocidad angular E,. (w) se tiene:
E.(0) E,(t)
E.(w) = E.(0) + E.(t) =

6l * el “
Donde E,(6) es el error absoluto del desplazamiento angular, 8,, es el desplazamiento angular medido, E,(t) el error
absoluto del tiempo y t,, es el tiempo medido.

El experimento se realiz6 utilizando la PVE para cinco velocidades diferentes sobre una trayectoria lineal de 90° en la
articulacién 1. Para cada una de las velocidades impuestas se realizaron 6 repeticiones, tomando el mayor y menor tiempo.
Para el calculo del error relativo E,.(w) se tomo en cuenta un error de desplazamiento angular E,(6) =1°= /180 rad. Al
considerar 8 = 90° como valor verdadero entonces E,.(6) = 1°/(90° + 1°) = 0,011. La Tabla 6 refleja los resultados
obtenidos, las tres primeras columnas contienen los valores verdaderos utilizados en cada medicion.

Note que los errores absolutos de tiempo estan en el orden de la precision de la camara y como se estan utilizando intervalos
de tiempo pequefios no cabe duda que esta precision altera los resultados. También se puede apreciar que los E,.(w) mas
elevados corresponden con el analisis realizado con los tiempos maximos, y para este caso particular aumenta con la
velocidad. Cuando E,(t) es cero el E,.(w) se afecta por el error de posicion en 1.1 %.

Tabla 6
Propagacion de los errores de tiempo y desplazamiento sobre la velocidad angular.
rad s rad/s Error relativo con t,, Error relativo con t,,
méaximo minimo
Trayectoria 0, t, | w,=0,/t, | E,(0)| ty | E,) | E.(w)(%) | ty E,(t) | E-(w)(%)
1 /2 1 /2 0.011] 1.07 | 0.07 7.64 1.0 0 1.10
2 /2 1.5 n/3 0.011] 1.6 0.1 6.35 1.56 0.04 3.66
3 /2 2 /4 0.011] 2.07 | 0.07 4.48 2.0 0 1.10
4 /2 2.5 /5 0.011 | 2.57 | 0.07 3.83 2.43 0.07 3.98
5 /2 3 /6 0.011] 3.03 | 0.03 2.09 2.94 0.06 3.14

Por otro lado, la velocidad lineal se relaciona con la velocidad angular por v = wr, donde r es el radio desde el eje de
rotacion hasta el PT. Para este experimento se consideré una postura fija, donde el radio es el mismo en todas las
trayectorias. Luego, el error relativo de la velocidad lineal es:
Ea(v) _ Eo(®) @)
vl |wl
Esto significa que el error absoluto de la velocidad lineal es proporcional al error relativo de la velocidad angular. Por lo
tanto, dado que los resultados del experimento arrojaron errores relativos de velocidad angular aceptables se considera que
el modelo cinematico de velocidad obtenido para el BRCD es correcto.
Desde el punto de vista tedrico, la validacidn de la ecuacion (35) implica la validacion de la matriz jacobiana. Uno de los resultados que
brinda esta matriz es el conocimiento de las denominadas singularidades del robot [1,7]. Las singularidades representan:

a) Limites del espacio de trabajo.

b) Posturas donde se pierden grados de libertad del manipulador.

c) Velocidades limitadas del efector final, representan velocidades no limitadas de las articulaciones.

d) Corresponden a posturas donde hay infinitas soluciones en la cinematica inversa de posicion.
Si se comprueban estas singularidades a partir (35) se estaria validando la matriz jacobiana obtenida. Para ello se debe
obtener el determinante de la sub-matriz 3 x 3 que se encuentra en la parte superior izquierda. Note que esta sub-matriz
contiene informacién del desplazamiento del manipulador, ya que relaciona las velocidades lineales del PT, a partir de las
velocidades angulares de las tres primeras articulaciones. Las singularidades se presentan cuando esta sub-matriz pierde
rango, o sea, cuando su determinante es 0. Realizando los calculos correspondientes se obtiene la ecuacion;

0 = aydsc3(dysys + axcy) (44)
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Es féacil verificar que para 6; =m/2+ km,k €Z, se anula la ecuacion (44). Esta condiciéon corresponde a las
singularidades sefialadas por a) y b), ya que el manipulador solo puede moverse en un plano y siempre recorre el limite de
su espacio de trabajo. La Figura 8 muestra el plano xz para diferentes posturas del BRCD, las articulaciones 1 y 2 estan
superpuestas en el origen de coordenadas, el resto se distinguen de forma individual. La postura inicial 6, = 0, = 05 =
6, = 0 se representa por 1, mientras que las posturas representadas por 2, 3 y 4, estan dadas por valores de 6; = /2 y
valores de 6, = 0,0, = /4,0, = w/6 respectivamente. En los Ultimos tres casos, sin importar el valor de 6,, el PT se
encuentra en el borde de su espacio. Aqui la articulacién 4 no influye en la posicion y si se varia 6, saliendo o entrando del

plano, la condicion de limite tampoco se pierde.
30 T T

30
201 20
4 3
10 10 s
6
— 2 =
50 5 0
N w
10 10
1 7
20 b 20+
— Eslabones — Eslabones
4] Articulaciones ‘ C  Articulaciones
) L L L ! .
-10 0 10 20 30 20 -10 0 10 20
*(cm) x(cm)
Figura 8

Singularidades

La solucién del segundo factor en (44) es mas complicada. Algunas soluciones particulares, obtenidas mediante
procedimientos numeéricos son:
. 6,=29096,0; = —0.4129 rad
Il.  6,=-0.3844,60; = 4.1356 rad
. 6, =-2.5868,0; = 3.1395 rad

Las posturas para las soluciones I, 11 y 111 se muestran en la Figura 8 representadas por 5, 6 y 7 respectivamente. En todos
los casos la cinematica inversa de posicién da como resultado infinitas soluciones para 6,, ya que el PT se encuentra sobre
el eje z. En estas soluciones se estd en presencia de las singularidades del tipo b), ¢) y d); se pierde un grado de libertad, ya
que al variar 8, no es posible mover el PT ni modificar su velocidad lineal.

4- MIODELO DINAMICO

El método utilizado para obtener el modelo dinamico del manipulador robético esta basado en las denominadas ecuaciones
de Euler-Lagrange que se presentan a continuacion:

doL oL -
dtoq, aq,
L=K-P (46)

Donde, g; son las coordenadas generalizadas, t el vector de fuerzas o pares aplicados a los eslabones, mientras que K y P
son la energia cinética y la energia potencial del manipulador respectivamente.
La ecuacién (47) muestra que la energia cinética tiene una componente de traslacion lineal K; mas otra componente
rotacional K.

K=K +K, (47)

Desde el punto de vista vectorial K; se obtiene como:
1 Vx] 1
K, ==m[Vx Vy V]|Vy|==mvTv
2 v, 2

(48)
Mientras que K, se obtiene como:
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1 @x] g
K, ==[wx wy, &]]|wy|=-w"lw (49)
2 w, 2

Siendo m la masa del cuerpo e I la matriz (3 x 3) denominada tensor de inercia.

Cada elemento de la cadena cinematica del BRCD aporta energia de traslacion y de rotacién al manipulador. Para el analisis
se considera la masa de los eslabones concentrados en su centro de gravedad tal y como se muestra en la Figura 9. EIl tensor
de inercia I es referido a este punto también.

Figura 9
Representacion simbdlica del BRCD con sus centros de masa.

A continuacion se analiza la energia del 3er eslabon y a partir de la misma se puede generalizar el resultado para el resto de
los eslabones. La ecuacion (50) obtiene la velocidad lineal y angular del centro de masa del tercer eslabén en forma
vectorial. Note que el cuarto eslabon no aporta energia de traslacion o rotacion al tercero, mientras que los dos primeros si
lo hacen. Por lo tanto, la matriz jacobiana solo considera términos no nulos hasta el 3er eslabon.

w? ]
VS] _ [l Sz s 0]|w% | — ]1/13] . (50)
w3 wi Jowz Jwz O l(l)% J 013
w3
La ecuacion (51) permite calcular la energia total del eslabon.
Ky = S mavlv, + = ][R (RO e, (51)

2 2

El producto R91;(R9)T permite expresar el tensor de inercia respecto del marco de referencia en la base. Al sustituir en (51)
las variables v; y w5 en términos de las coordenadas generalizadas se tiene:

1 1
Ks = 5m3 (150" Uu13d) + 5 Uors) R R Uur3d) 52
La energia potencial del tercer eslabon en forma vectorial se expresa:
Pe3x
Py=-my[0 0 —g] [chyl = —mag"Pes 53)
pCSy

Donde g es la aceleracion de la gravedad y el punto p.3 se refiere a la posicion en el espacio del centro de gravedad del
tercer eslabon con respecto a la base. La gravedad siempre actda referida al eje z del marco base.
De la misma forma se obtienen la energia cinética y potencial para cada eslabén, dando lugar a las expresiones:

BN NT . NT pO] (pONT .
K= Ez M1 Up1i4) + Up1i@) R LR Uw1id) (54)
i=1 y
P = Z —m;g" P (55)
i=1

Laecuacion  (54) puede ser escrita en forma comp_acta:

4
1, .1 )
K=54" [z Mo idori + R (RDT ]wul 4 =54"D(a)q (56)
i=1
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Donde D es una matriz simétrica de 4 x 4 que se conoce como matriz de inercias. Sustituyendo (55) y (56) en (46)y
luego en  (45) es posible obtener el modelo dinamico del BRCD. La solucion general de la ecuacion  (45) para
manipuladores robéticos se expresa en funcién de tres términos:

D(@)G+C(q,9qg+G(q@) =1 (57)

Donde:
D: matriz de inercia formada por elementos d;;, 1 < i< 4;1<j <4
C: matriz de términos de Coriolis y de las fuerzas centrifugas (4 x 4). Relacionada con la interaccidn fisica de los eslabones.

Sus elementos ¢, 1 < k < 4;1 < j < 4 se calculan de la siguiente forma:
4

Cj = Z cijk(q)q; (58)

i=1

Los términos c; ;. se denominan simbolos de Christoffel y la forma de obtenerlos es:

1(0dy; 0dy; 0d;;
L= — — 59
“u Z{qu T3, o 9
G: vector de gravedad (4 x 1). Sus elementos g;; 1 < i < 4, se obtienen:
oP
L= — 60

El modelo dinamico del BRCD fue obtenido con ayuda de un asistente matematico. Para la matriz de inercias D (q) se tiene:
dy; = Ly + Ly + I3, + 1y, + (IZy — Dy + l%mz)C% + (I3xC§ + ISySS% + Lgci + I4ySZ — I3 — 142)5%3
+m3(13553 + a65)% + My (U423 + ayc,)?
di; =dy = (I3x - 13y)5353523 + (Iyr — 14y)C454523
diz =d3 = (I35 — 13y)C353523 + Iy — 14y)C454523

diy = dyy = —I4,Cp3
dyy = Iy + I35 + Ly S3 + Iycs + Lyci + 13m, + my(15 4 20,1355 + a3) + ma(a3 + 2a,l,s5 + df)

(61)
dys = I3yC5 4 L4y CE + I3,55 + 157 + 1Emy 4+ 13my + aps3(Iymy + l3ms)
dyy =dy =0
d33 = I3yC§ + I4_yC£ + I3X'S§ + I4_xS42_ + l‘%m‘} + l%m?)
d3s =dy3 =0
dys = Ly,
Los simbolos de Christoffel son:
_ 2 2 2 2 2 2
Cr12 = €23823(I3y85 + IyyySi — I3, — Iy + Limy + I3mg + 3,03 + 145 Ch) — S350, (lamy + I3mg)
2 2 2
+ ay653¢,(damy + Isms) + ¢35, (o, — Iy — agmz — azmy — lzmy)
_ 2 2 2 2 2 2 2
C113 = C23523(133753 —lyy — I3y + 14y S§ + 3505 + Iycg + lgmy + l3m3) + C353523(13y - I3x)
+ ayCp30(Lymy + l3m3)
_ 2 _
C114 = (14y — I4x)S53C4Sy €234 = C224
C121 = C112 C241 = C214
Co4p = C
C122 = ((I3x - I3y)C3S3 + (I4x - I4y)C4S4) C23 242 _ 224
1 C243 = C234
_ 2 €311 = —C (62)
C123 - (13}7 - I3x) 5523 + C3SZ + 2C3 523 + (I4x - I4_y)C4S4_C23 311 113
1 C312 = —C213
_ 2 =
C124 = 5(1437 - 14X + 142 + (14x - I4y)C4)Sz3 C314 C214
Civi = C C321 = C312
131 = C113 Cann = —C
Civo = 322 223
132 72 2 C324 = C234
C133 = (I3y — I3x)(S23 + €352 + 3¢5523) + (Lax — Lay)CaSaCo3 _
_ Y x x 4 C333 = (I35 — 13y)C353
C134 = C124 Cana = C
_ 334 = C234
C141 = C114 _
_ C341 = C314
C1a2 = C124 C342 = C324
C143 = C134
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C211 = —C112 C343 = C334
C411 = —C
_ 2 411 114
€213 =5 (Lzy — I3x)S2353 _
% ( y ) Ca12 = —C214
= 2 C413 = —C214
C214 = 5(143/ — Ly — Iy, + 2(I4x - I4y)C4)523 c — ¢
421 = Ca12
C23 = (Iax = I3y)C353 + azes(lamy + lyms) Cazp = —Caoa
Ca24 = 2(Lay — Luy)CaSa C423 = — (234
C231 = C213 C431 = C413
C232 = C223 C432 = C423
C233 = 2(I3x — I3y)C353 + azcs(lymy + I3mg) Ca33 = —C334

Mientras que los términos asociados al vector de gravedad:
g1=0
g2 = gMma( 1S3 + az0;) + gms( 38,3 + axcy) + glymye,
93 = gs23(Lymy + I3my)
gs=0

(63)

Las variables [; son la distancia desde la articulacion i hasta el centro de gravedad del i-ésimo eslabon. s,; = sin(8, +
0,),c,3 = cos(0, + 0,). Ademads, se ha considerado que los tensores de inercia I; asociados con el centro de masa de cada
eslabdn i tienen la forma general:

Iy 0 0
=10 [, O (64)
0 0 I,

4.1- VVALIDACION DEL MODELO DINAMICO

El modelo dado por la ecuacién (57) se puede utilizar para conocer las fuerzas y pares que se aplican sobre cada eslabon
mientras el manipulador sigue determinada trayectoria. No es posible medir en la PVE, de forma directa o indirecta las
fuerzas y torques que se ejercen sobre los eslabones del manipulador. En este caso, la validacion se hara realizando una
simulacion que permitira corroborar las siguientes hipotesis:
1. Los pares de los eslabones 1y 4 deben ser inferiores a los eslabones 2 y 3 ya que los Gltimos acttan en contra de la
gravedad.
2. El par maximo del segundo y tercer eslabon debe presentarse cuando estos estan en posicion horizontal, ya que la
fuerza de gravedad se aplica completamente perpendicular al eslabén.
3. El par minimo en el segundo y tercer eslabdn debe presentarse cuando el eslabdn se encuentre en posicion vertical,
ya que la incidencia de la fuerza de gravedad es la menor posible.
En la Tabla 7 se encuentran los datos referentes a las masas y tensores de inercia del BRCD que se utilizaron en la
simulacion.

Tabla 7.

Valores de las masas y tensores de inercia para cada eslabén del BRCD.
Eslab6n m(kg) | L(kg-m*) | L(kg-m?) | L(kg-m*) | l(m)
1 0.08266 2x107° 2x107° 3x107° 0
2 0.0533 8x107° 3x107° 5x 1075 0.0515
3 0.15858 6x107° 11 x 107° 9x 1075 0.0199
4 0.1298 8x107° 18 x 1075 15x 1075 | 0.0956

La posicion, velocidad y aceleracion de cada articulacidn durante la simulacidn se muestra en la Figura 10. Los resultados
de la simulacién se muestran en la Figura 11; esta se divide en tres partes, a la izquierda se encuentran las graficas de los
pares o torques que se ejercen sobre los eslabones 1-4 y 2-3, mientras que a la derecha se representan las posiciones
relevantes, en el plano xz, del BRCD para esta trayectoria.
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Variables para el eslaban 1 y 4

Variables para el eslabin 2 y 3

5
b

—_— 5, (rad) — 6, (rad)
2| m———y fradfs) oo e ———, y(rad/s)

7)

.......... 2
oy gfrad/s ﬂz_z(radﬂs )

L 5 H H
1 15 2 0 05 1 15 2
1(s) (s)

Figura 10
Variacion de la posicidn angular, velocidad y aceleracién angular de las articulaciones del BRCD.

0 05

03

30

201

par (kgem)
par [hgom)
z(em)
=

20O centro de gravedad del eslabdn
9 centro de gravedad del sistema 3/4
O articulacién

: 30 . . . .
1 15 2 -30 -20 -10 0 10 20 30
t(s) *{cm)

Figura 11
Pares de fuerza en los eslabones y posiciones relevantes durante la trayectoria seleccionada para el BRCD.

Note que cada una de las hip6tesis planteadas se cumple cabalmente. EI BRCD parte de la posicidn inicial identificada con
el punto 1. El par maximo en el segundo eslabon se produce cuando el centro de gravedad del eslabén 2 esté alineado en la
horizontal con el centro de gravedad del sistema que forman los eslabones 3 y 4, o0 sea cuando la fuerza de gravedad actla
en su direccién perpendicular, esto se representa en el punto 2 de las graficas. Por el mismo motivo, el par maximo del
tercer eslabdn se produce cuando este se encuentra en la horizontal, es decir el punto 3. El punto 4 representa la posicion
vertical, los pares de los eslabones 2 y 3 se anulan, pues no es necesario contrarrestar la fuerza de gravedad y, ademas, la
aceleracion angular debido al movimiento de las articulaciones es cero (Figura 10). Note que la posicion final, dada por el
punto 5, es similar a la posicion inicial, pero en sentido opuesto. Por tanto, el valor del par en todos los eslabones es igual en
magnitud a las del punto 1, pero de signo contrario.

4.2- OBTENCION DE LA CAPACIDAD DE CARGA DEL MANIPULADOR

Utilizando el modelo dindmico se puede determinar la capacidad de carga del manipulador [20]. Es evidente que su
capacidad esta dada por los pares que se ejercen en los eslabones 2 y 3, pues como ya se dijo, son los que actdan en contra
de la fuerza de gravedad. Para calcular este valor se ha utilizado el algoritmo heuristico que se muestra en el Listado 1. En la
evaluacién del modelo se considera la ecuacion (57) expresada en funcién de la masa del cuarto eslabén (m,), y la distancia
desde la articulacion 4 hasta el centro de gravedad del cuarto eslabon I.,. El centro de gravedad debe ser calculado de
acuerdo con la masa adicional que sostiene la pinza. La ecuacién (65) tiene en cuenta el analisis anterior.

.. . . 65
D(q,m4, leq)q + C(q,q,m4, leq)q + G(q,m4, leq) =T (65)

En el algoritmo, la masa adicional d,,, se aumenta hasta que se llegue al par maximo ;;,, que puede ejercer el servomotor.
Listado 1
Heuristica para obtener la capacidad de carga del BRCD.

//Inicializacion de La heuristica

dpme = valorl //incremento de La masa en el eslabdn 4
Tiim = valor?2 //capacidad de carga de los servomotores
m, = 0.1298 //masa inicial del 4to eslabdén sin carga adicional
l, =0.0956 //distancia al centro de gravedad del 4to eslabdn
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l. =0.17 //distancia al centro de gravedad de La masa adicional
Hacer
leg = (Myly + digylc) /(Mg + dppy) //actualizacion del centro de
masa
T= D(q, my, leq)éj + C(q,q,m4, leq)q + G(q, my, leq) //evaluacion del modelo
my = my+ dp, //actualizacion de La masa
Hasta max(t;) < Tjim //condicidn de parada
My = My — dipa //capacidad de carga

Los resultados obtenidos se muestran en la Tabla 8. La capacidad del eslabon 2 es inferior a la del eslabon 3 debido a que el
primero soporta la mayor parte del peso. La trayectoria escogida estd dada por la posicidn mas comprometida en cuanto al
peso, o sea partiendo de la posicion horizontal.

Tabla 8
Capacidad de carga para el BRCD.
Eslabon | dpy (k9) | Tyim (kg CM) q Myim (KQ)
2 0.05 15 6,=6,=0°6;=90°% 0°<6, <90° 0.5798
3 0.05 11 6, =6,=6,=0° 90° <60; <180° 0.6298

El modelo dindmico del manipulador también puede ser utilizado para disefiar un control de fuerza multi-variable, u otros
controladores mas avanzados del tipo adaptativo y robusto. Un anélisis de este tipo se sale de los objetivos de este trabajo.

5.- CONCLUSIONES

En este trabajé se obtuvo el modelo cinematico directo e inverso para la posicién y velocidad de un manipulador robético de
cuatro grados de libertad. EI modelo cinemético se validé de forma practica utilizando una plataforma de validacion
experimental y se analizaron los errores cometidos en las pruebas realizadas. Ademas, se derivo el modelo dindmico del
manipulador, el cual se validd utilizando una simulacién. Mediante un algoritmo de programacion, y haciendo uso del
modelo obtenido, se calculd la capacidad de carga del mismo. El resultado de este trabajo puede ser aplicado a cualquier
manipulador robético con la misma estructura del propuesto. Por otra parte, si se sigue el método aplicado, se podran
encontrar los modelos de otros manipuladores con menos o méas grados de libertad. La plataforma construida permite
ademas, realizar otros experimentos, ya sea mecanicos o de control que sean requeridos por investigaciones futuras.
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