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RESUMEN

Se presenta la implementaciéon numérica del modelo bioquimico descrito mediante
el sistema de reaccion-difusion de la parte 1. De los resultados obtenidos se puede
concluir que la retroalimentacion quimica de los 2 factores moleculares a través de
un sistema de reaccion-difusion (RD) con parametros en el espacio de Turing,
puede explicar la aparicién de los patrones espacio-temporales encontrados en la
arquitectura de la espongiosa primaria. Para la solucién numeérica fue usado el
método de los elementos finitos junto con el método de Newton-Raphson para
aproximar las ecuaciones diferenciales parciales lineales. Los patrones de
osificacion obtenidos pueden representar la formaciéon de la espongiosa primaria
durante la osificaciéon endocondral.

Palabras clave: espongiosa primaria, osificacion endocondral, sistemas de
reaccion-difusion, simulacion por elementos finitos.

ABSTRACT

A presentation is made of the numerical implementation of the biochemical model
described by means of the reaction-diffusion system in Part 1. Based on the results
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obtained it may be concluded that the chemical feedback of the two molecular
factors by means of a reaction-diffusion (RD) system with Turing space parameters
may explain the appearance of the spatio-temporal patterns found in the
architecture of the primary spongiosa. For the numerical solution, use was made of
the finite element method in combination with the Newton-Raphson method to
approximate the linear partial differential equations. The ossification patterns
obtained may represent the formation of the primary spongiosa during
endochondral ossification.

Key words: primary spongiosa, endochondral ossification, reaction-diffusion
systems, finite element simulation.

INTRODUCCION

Muchos problemas fisicos pueden modelarse haciendo uso del balance de dos
fenémenos: la difusion y la reaccion.>? La primera se define como la dispersion de
las sustancias involucradas en el proceso a lo largo del dominio fisico del problema;
y la reaccién, como el proceso de interaccién mediante el cual se generan o se
consumen las especies involucradas en el fenédmeno. Matematicamente, el
problema de reaccion-difusién se expresa mediante un conjunto de ecuaciones que
contienen expresiones que describen los reactivos de concentracioén, los reactivos
de difusion y un término que representa y describe la interaccion no lineal entre los
reactivos (ecuaciones 1).

El conjunto de ecuaciones de reaccion-difusion donde intervienen mas de un
reactante, tienen la habilidad de crear determinados patrones espacio-temporales.
Un caso particular son las inestabilidades de Turing®® caracterizadas por la
aparicion de patrones formados por la concentracion de las especies dentro del
dominio, los cuales son estables en el tiempo e inestables en el espacio. Este tipo
de modelos matematicos han inspirado modelos para el estudio de diferentes
problemas como transferencia de calor,’ biologia,*>®*! ingenieria biomédica,*#°?
entre otros. El andlisis de estos sistemas de reaccion-difusidon con inestabilidades de
Turing, se ha desarrollado desde 2 marcos de trabajo: analisis matematico,*® y
simulacién numérica.?>*®'*1% Desde la perspectiva analitica el trabajo se ha
centrado en entender el comportamiento de los sistemas de reaccion-difusion
estudiando la relacién entre las bifurcaciones del espacio de parametros y la
formacion de patrones.

La simulacion numérica de los sistemas de reaccion-difusién ha permitido
comprobar el conocimiento obtenido analiticamente sobre la formacion de patrones,
como por ejemplo, los trabajos de Madzvamuse y otros,*® Maini y otros,®° Murray y
otros'® y Garzén y otros,»#°1%1%15 donde se han desarrollado ejemplos numéricos
sobre la formacion de patrones en dominios en 2 y 3 dimensiones, teniendo en
cuenta consideraciones de dominio creciente.

De acuerdo con esto, esta segunda parte presenta la simulacién numeérica de
sistema de ecuaciones de reaccion-difusién que representan la interacciéon de los

2 factores moleculares como el VEGF y el MMP13, solucionados mediante el método
de los elementos finitos junto con el método de Newton Raphson. Este sistema de
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ecuaciones de reaccion-difusion con parametros en el espacio de Turing permite
suponer que hay una interaccién controlada entre 2 factores moleculares que da
paso a la aparicién de patrones espacio-temporales similares a los que se
encuentran en la arquitectura de la espongiosa primaria durante el proceso de
osificaciéon endocondral.

METODOS

A. Estimacién de parametros del modelo

E';ISVEGF - 1 12 1 72
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El conjunto de ecuaciones (1) corresponden a un sistema acoplado donde las
ecuaciones correspondientes a los factores moleculares (1a) y (1b) son ecuaciones
de reaccién-difusion ampliadas, similares a un sistema de Turing que presenta una

difusién controlada por inestabilidades. Para [D"FGF’DMi D), la difusion controlada
por inestabilidades aparece para cierta combinacién de parametros,>*?'’ esto
define un dominio en el espacio de los parametros llamado espacio de Turing. Para
obtener un espacio de Turing se necesita un analisis de estabilidad lineal del
sistema de reaccién-difusion sobre la solucion homogénea, la cual es obtenida

obligando a (BSyzgr /8t [ Dy = 0) = 0 y I: WB‘X&)( MMFLE D) D, obteniendo

(S;EGF=SI.:§L£P13)= ([.::q +a el frla +a ) ) El analisis lineal permite encontrar

los patrones espaciales de la solucién linealizada y el rango de parametros que
garantizan la aparicion de tales patrones especificos.® Por lo tanto, la solucién

* *
puede ser expresada como [SVEGF Smmz) = [” + Sypem. Y + S donde # y Y son
pequenas perturbaciones en cada factor molecular, respectivamente. De las
ecuaciones (1a) y 1(b) los resultados del andlisis lineal permiten escribir las
siguientes desigualdades:

1 I'..'F.-'/ 7 1 _ 1 - I -
- H{_ I?GLSVEGFLSMMP]_B I?GLSVEGF /ii} 0 {EEI:I
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Estas desigualdades definen un dominio en el espacio de los parametros, conocido
L]

*
: . . L3 Ry |
como el espacio de Turing, donde el estado estable uniforme '“FFFF " MMdAI " ag
linealmente inestable.

Si se expresan las ecuaciones (1a) y (1b) en una forma adimensional (ecuacion de
Schnakenberg) y en funcién de las pequefas perturbaciones de los factores

moleculares LSVF'?F’ SM3J, respectivamente, a través de I:u,v) se puede obtener:

ou |
or

v . _

— = b=y )+ dVy o

Donde pueden ser identificados los parametros para el modelo y su relacion:

(5

(6)
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D
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VEGF
(10

Donde Tes el tiempo caracteristico del proceso biolégico y L es la longitud

caracteristica del modelo dimensional. Por lo tanto, definiendo I:;V='ﬂ?";"=fz')es posible
obtener los eigenvalores y los eigenvectores del conjunto de ecuaciones (3) y (4) y
de ellos los diferentes patrones espaciales correspondientes a diferentes nimeros
de onda.

En el caso del modelo dimensional propuesto es necesario definir parametros
. . L, :D :U ) L H H 1
adimensionales (L. DrgerDaganss Cosert 7+ 0 ﬂﬂj Para estimar estos valores se tienen

en cuenta para este trabajo algunas evidencias experimentales:

- La concentracion tipica de VEGF en el tejido humano es de “VE6r =~ agaas =1ng fmi
18

- El dominio de estudio es un elemento tridimensional ctbico de lado £ = 0,222 19

- La concentracion de condrocitos hipertréficos en la epifisis femoral proximal
C gy = 65000céitilars{mm’ .

_ El coeficiente de difusividad para el VEGF es de 6,910 mm* /520

Para reproducir los patrones presentes en la arquitectura del hueso trabecular

primario con el modelo propuesto, es necesario que todos los parametros se

encuentren en el espacio de Turing y que con ellos se cumplan las restricciones (2).
Ry 3! .

Por lo tanto, tomando los valores para “YF#F' [, &F, y el conjunto de valores

¥=3463578 d=86123 a=01yd=08%14 que cumplen con las restricciones de
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Turing y usando las relaciones de las ecuaciones (3) y (4) se obtiene el conjunto de
valores que seran utilizados para la solucién de las ecuaciones (1) (tabla).

Tabla. Conjunto de valares para el proceso de osificacion del cartilago
de crecimiento =01 y b=09, r=3453578, d=56143

| Parametro | Yalor | Unidades

| U | 0,6562 | mm3/celulasxdia)

| Yo | 6,56( 1011 | mm¥/(celulasxdiaxg®)
| o | 6,56(10°%) |  g/(célulasxdia)

| o | 5,91(10°6) | g/l célulasxdia)

| Disaes | 509010 | m /s

| T | 11,7 | mrinutos

B. Implementacion numérica

El conjunto de ecuaciones (1) fueron implementadas y numéricamente solucionadas
mediante el método de los elementos finitos con un esquema Newton-Raphson;
para su solucion se utiliz6 FORTRAN. El ejemplo propuesto se solucioné en un
Laptop de 4 096 MB y 800 MHz de velocidad de procesador. La simulacion
computacional se llevé a cabo en un esquema iterativo incremental que permite

solucionar, computacionalmente, la evoluciéon tanto de la concentracion de los
[S 3,

factores moleculares " ¥VF&F: Mﬂfﬂ)como de la produccioén del hueso inmaduro.
Inicialmente el cartilago de crecimiento es asumido como una matriz estructural
con una concentracion inicial de condrocitos en estado hipertrofico

: 3
(55 000 Cé'fufﬂSa'rmm ) Las concentraciones iniciales de VEGF y MMP13 se distribuyen
aleatoriamente en el cartilago de crecimiento, con una perturbacién del 10 % sobre

la concentraciéon de estado estable dada por [SVFGF’ Sm3)= [1 -QDE}:HEIM"Z]. La
seleccion de las condiciones iniciales aleatorias alrededor del estado estable es
similar al evento de la expresion molecular de parte de los condrocitos hipertroficos
en una zona de osificacién. Las condiciones de flujo para cada factor molecular en
la frontera se suponen nulas, esto debido a que estas condiciones se suponen
periédicas sobre el dominio. Los valores de los parametros utilizados se han
mostrado previamente al igual que la justificacion de todos los parametros usados
en los ejemplos ilustrados.

RESULTADOS

Para verificar el potencial del modelo propuesto en la prediccion de la arquitectura
de la espongiosa primaria, se realizé un ensayo numérico en un elemento cubico
tridimensional con una longitud de 0,2 mm. Los parametros del modelo de
reaccion-difusion fueron seleccionados de forma tal que se obtuvieran estructuras
con una periodicidad acorde con las presentes en el hueso trabecular.**?*?? En |a
malla de elementos finitos utilizada se emplearon 17 756 nodos y 16 625
elementos tetraedros. En todas las simulaciones se emplearon pasos incrementales
de £8=01
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Como consecuencia de la interaccién quimica entre los 2 factores moleculares
(reactantes) y mediante los resultados numéricos fueron determinados patrones
espaciales estables en el tiempo. La concentraciéon de los factores moleculares en el
cartilago y la accion del proceso difusivo permiten la formacién de un patrén que se
replica en todo el dominio. La arquitectura de la espongiosa primaria obtenida
mediante el modelo R-D propuesto depende de los parametros utilizados, por lo
que se puede obtener estructuras con numero de onda (2,2,2), como se muestra
en la figura 1, en la que se observa la formacién de dos medias ondas en cada una

de las direcciones X, y y z.

a. b. c.
Fig. 1. a. Arquitectura de la espongiosa primaria obtenida mediante el modelo R-D
propuesto con un nomero de onda {2,2,2). b. Evolucidn temporal de la
concentracion de VEGF. . Evolucion temporal de |a concentracion de MMP13.

Las figuras 1b, y 1c muestran los resultados para la organizacion del VEGF y
MMP13 luego de la estabilizacion del proceso de reaccion-difusion, nétese que en
las zonas de mayor concentracién de VEGF se produce calcificacion del cartilago y
en aquellas zonas de mayor presencia de MMP13 se produce su degradacion
(espacio vacio).

La arquitectura de la espongiosa primaria en un elemento cubico de longitud 0,44
mm, como se muestra en la figura 2, donde se observan los patrones regulares
para el modo de onda (2,2,2). De igual forma se puede ver el avance del frente de
osificacion en diferentes instantes, permitiendo la invasion del cartilago por células
osteogénicas y condrogénicas que producen su degradacion y calcificacién. De esta
forma se promueve la formacion de las trabéculas primarias, las cuales
posteriormente se someteran a procesos de remodelado 6seo, producto de la
distribucion de los esfuerzos sobre el tejido 6seo.
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Fig. 2. Arquitectura de |a espongiosa primaria como consecuencia
de la interaccion del YEGF v MMP 13 mediante el mecanismo de
reaccion-difusion, arquitectura generada por el uso de un modo de
onda (2,2,2). Las zonas azules representan cartilago osificado v las
zonas rojas, cartilago sin osificar.

DISCUSION

Mucho se ha aprendido en los Ultimos afios acerca de los mecanismos celulares y
moleculares que orientan los diferentes eventos que permiten la producciéon de
hueso inmaduro por medio del mecanismo de osificaciéon endocondral.?°?*2333 No
obstante, aun existen inquietudes acerca de la relaciéon e interaccion de los
diferentes eventos para permitir la osificacion y crecimiento endocondral.

El trabajo presentado en esta segunda parte ilustra y da soporte a la validez de los
modelos de reaccion-difusion para describir los procesos ocurridos durante un
evento complejo de formacién de patrones en la biologia del hueso. De los
resultados presentados se puede concluir que la retroalimentacion quimica entre los
dos factores moleculares reactantes (activador-sustrato), pueden ser la mayor
causa de la produccién de los complejos patrones espaciales estables encontrados
en el origen de la arquitectura de la espongiosa primaria, la cual es altamente
estable y repetible. De igual forma estos factores pueden dar explicacién al tamafo
y forma tanto de las trabéculas como de los poros presentes en este tejido. Sin
embargo, es claro que estos resultados han sido obtenidos con un modelo
matematico basado en suposiciones y simplificaciones que deben ser discutidas. De
igual forma, como cualquier otro sistema fisico, el sistema biol6gico modelado esta
sometido a diferentes perturbaciones que pueden cambiar el patron establecido por
el modelo aqui planteado.

La produccion de factores moleculares que actian como activador-sustrato
mediante la diferenciacién de condrocitos prehipertréficos, no necesariamente son
los Unicos factores expresados por estas células condrogénicas, que probablemente
afectan considerablemente el proceso de osificacion, incluso los condrocitos no son
las Gnicas células que actian en este proceso. Sin embargo, el modelo planteado
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solo se enfoca en la formacion de la arquitectura de la espongiosa primaria y no en
el proceso de calcificacion completo, en el cual también actdan células éseas como
los osteoclastos y los osteoblastos. Para este ultimo caso el modelo no solo
incorpora influencias quimicas (modelo biorregulatorio), probablemente involucre
cargas Yy restricciones en la frontera (efectos mecéanicos), asi como otros factores
bioquimicos adicionales que se deberéa tener en cuenta.

Por dltimo, a pesar de todas las limitaciones y simplificaciones el modelo
matematico propuesto es capaz de reproducir con detalle la arquitectura de la
espongiosa primaria, permitiendo la variacion en la porosidad y el espesor de las
trabéculas. EI modelo propuesto servira como base para determinar la formacion de
la arquitectura de la espongiosa secundaria, a partir del proceso de remodelado
6seo, contemplando la accién de las células 6seas y los diferentes efectos
mecanicos que determinan la orientacion de las trabéculas.
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