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Resumen

El presente articulo propone una via para la descomposicion de grafos representativos de modelos
matematicos, de tal manera que se conservan las relaciones entre los vértices del grafo original. Para ello
se definen las relaciones de equivalencia y las particiones necesarias para la aplicacién de un algoritmo
de reducciéon de grafos a un grafo obtenido a partir de la aplicacion del Método de los Grafos
Dicromaticos, dicho método ha sido utilizado en funcién del disefio racional y de la solucién de problemas
computacionales en ingenieria mecanica. La propuesta constituye un aporte para el andlisis de modelos
matematicos de grandes dimensiones, asi como para facilitar la automatizaciéon del mencionado método.

Palabras claves: reduccion de grafos, disefio racional, método de los grafos dicromaticos, soluciéon de
problemas computacionales.

Abstract

This article proposes a mechanism for the decomposition of graphs representing mathematical models, in
a way that preserves the relations between the vertices of the original graph. For this, we define the
equivalence relations and partitions necessary for the application of a graph reduction algorithm to a graph
obtained from the application of Dichromatic Graph Method, this method has used in terms of rational
design and computational problem solving in mechanical engineering. This proposal is a contribution to the
analysis of mathematical models of large dimensions and facilitates the automation of that method.
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Introduccion

La teoria de grafos ha sido ampliamente estudiada y hoy dia es aplicada en la solucién de un sin nimero
de problemas en diferentes ramas de la ciencia y la técnica. Entre estas aplicaciones se pueden mencionar la
solucién de problemas de camino 6ptimo, de flujo maximo de costo minimo, la representacién y andlisis de
redes complejas (redes sociales), y muchas otras.

Con el fin de obtener algoritmos para resolver problemas cuya solucidon es un conjunto de magnitudes, es
decir, problemas de cémputo, Martinez Escanaverino comenzé a publicar desde 1997 lo que denomind el
Método de los Grafos Dicromaticos (MGD) [1-3]. El MGD representa la estructura de modelos matematicos,
situaciones, problemas y algoritmos, mediante grafos dicromaticos que se van transformando sucesivamente.
Ha sido aplicado por varios autores segun se puede ver en tesis doctorales [4,5] y publicaciones [6, 7], en las
cuales se demuestra que este significa un paso de avance desde el punto de vista practico en la obtencion de
algoritmos basados en modelos matematicos.

A partir de la descripcion del MGD se puede apreciar que, de forma general, el método consiste en la
ejecucioén de varias transformaciones de grafos. Por otra parte, atendiendo a la cantidad de vértices y aristas
del grafo obtenido en cada paso, el MGD se puede ver como una serie de reducciones de grafos donde cada
reduccion descarta informacion que no es necesaria para el paso siguiente.

En la préactica los ingenieros e investigadores, durante el proceso de disefio, dividen los modelos en varios
sub-modelos. Esto se hace debido a que, en no pocas ocasiones, el modelo obtenido alcanza dimensiones
inmanejables desde el punto de vista practico. Como ejemplos de lo anterior se pueden citar los trabajos
realizados por Llamos [8], en el cual se divide el modelo mateméatico en seis sub-modelos; y por Aleman,
quien descompone un modelo matematico matricial en 15 sub-modelos [9]. Es valido mencionar que estas
divisiones son realizadas manualmente, por lo que su aplicacion no esta generalizada debido a la dificultad
gue representa en la practica. La representacion de estos modelos puede realizarse de acuerdo al MGD y en
ese caso, es posible depurar el grafo obtenido de diferentes maneras. Por ejemplo, en un caso podria
interesar exclusivamente el modelado riguroso de la geometria de uno de los mecanismos de una maquina,
sin considerar la cinematica, la dinamica, las tensiones o los costos. El modelo es entonces restringido a una
parte del modelo matematico general. A esta forma de simplificacion se le nombrara reduccion por partes.

A pesar de que existen herramientas de edicidon de grafos que facilitan en cierto grado la aplicacion del
MGD [10] y la reduccidn por partes, no se cuenta con un sistema informatico para aplicar el mismo, lo que
limita en cierta medida su valor préctico.

La representacion de los modelos matematicos de ingenieria puede generar grafos de gran complejidad, lo
que lleva a la necesidad de acudir a herramientas de reduccion de grafos para su analisis y manipulacion.

En estudios publicados se pueden encontrar varios algoritmos de reduccion de grafos, muchos de los
cuales se basan en eliminar aristas y/o vértices que no son necesarios para dar solucién a determinados
problemas y se puede encontrar aplicaciones en las siguientes tematicas:

= Redes de workflow, modelo que describe la estructura de un proceso de una organizacién. Las partes
de los procesos que son ejecutadas en la computadora constituyen el modelo de workflow [11]. En la
literatura se utilizan las redes de Petri para representar redes de workflow [12]. Este modelo presenta
algunas deficiencias que son resueltas a través de la reduccién de grafos, como se muestra en [13-
15].

= Redes de computadoras, sistemas de cémputo distribuido que han recibido una alta atencion. Uno de
los problemas mas estudiados es el problema de consenso, en [16] se muestra una revision de los
algoritmos que permiten resolver este problema. En [17] se propone una solucion basada en la
reduccién de grafos que consiste en el andlisis de sub-grafos escogidos convenientemente.

= También se ha utilizado la reduccién de grafos en la solucidon de problemas de computo distribuido,
coémputo paralelo, blisqueda de caminos minimos, reduccién de orden parcial, model checking, etc.
[18-20]. Otros trabajos se refieren a reducir grafos que cumplen determinadas propiedades, para lo
cual realizan la reduccién encontrando determinadas sub-estructuras geométricas [21] o atendiendo a
caracteristicas del grafo como didmetro, corte minimo, nimero y clasificacion de cliques, etc. [22]. En
el caso del andlisis de circuitos se ha demostrado que los métodos clasicos no son suficientes [23] y
se ha utilizado la reduccion de grafos [24] para resolver algunos de los problemas que se presentan
en esta tematica.

Los algoritmos antes mencionados obtienen un grafo reducido con informacién suficiente para dar solucién
a un problema especifico, pero limitada para otros problemas ya que presentan pérdida de informacion.
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Teniendo en cuenta lo anterior, la reducciéon de grafos consiste en obtener un grafo de menor tamafio
(menos aristas y/ o vértices) con las caracteristicas principales o relevantes del grafo original, de forma tal que
se puedan realizar andlisis sobre el grafo reducido y llegar a conclusiones sobre el grafo original.

Resulta de particular interés para esta investigacion el algoritmo de reduccién enunciado en [25], debido a
que el mismo garantiza que no haya pérdida de informacion a través de la incorporaciéon de reglas de
reescritura de grafos [26,27] al algoritmo de reduccion enunciado.

El objetivo principal del presente articulo es mostrar la aplicabilidad de un algoritmo de reduccién de grafos
sin pérdida de informacidn en la ejecucion del MGD; ademas de utilizar dicho algoritmo para dividir un modelo
en sub-modelos de forma tal que facilite el analisis de modelos complejos a los ingenieros.

Los resultados obtenidos muestran que es viable aplicar tres de los pasos del MGD haciendo uso de un
algoritmo de reduccion de grafos y que mediante el proceso de reduccion se puede contribuir al andlisis, por
parte de los ingenieros, de modelos matematicos complejos.

Métodos

A continuacion se enuncian notaciones y definiciones tomadas de [28] necesarias para la comprension de
los resultados presentados:

Definicion 1: Se denomina particion del conjunto A, a una clase P de subconjuntos de A que satisface las
siguientes condiciones:

= Q0¢P
= Dados dos conjuntos A; y A; de P, coni # j, se cumple que A;NA; =0
= Launién de todos los subconjuntos de P es igual al conjunto A

Definicién 2: Sean los conjuntos A y B no necesariamente distintos, se dice que R es una relacion binaria
de A en B si R es un subconjunto de pares ordenados A X B, es decirsiR S A X B.

Si A = B, entonces se dice que R es una relacion binaria en A.

Definicion 3: Una relacion binaria R en un conjunto A es una relacion de equivalencia si y sélo si R es
reflexiva, simétrica y transitiva.

Definicion 4: Sea R una relacién de equivalencia entre los elementos de un conjunto A y sea a € A, se
denomina clase de equivalencia por R de a y se denota mediante [a] al conjunto de las x, x € A, que
mantienen con a la relacion R, es decir. [a] = {x|(a,x) € R}.

Definicion 5: Sea un grafo G = (V,E) y una relacion de equivalencia R sobre V, v; es interior si Vv; € V, tal
que v; Y vj son adyacentes se cumple que R(v;, vj) ([vi] = [v;]). En otro caso v; es exterior.

Definicion 6: Se denomina camino desde el vértice v; al vertice v; en un grafo G = (V,E) a la secuencia de
vértices Ca = vy, Vy, ..., Vg, Si (vy,V2), (V2,V3), v, (Va—1, Vi) € E, Vi = vy, vj = vy,
A partir de las definiciones anteriores, el autor enuncia la siguiente definicion de grafo reducido:

Definicion 7: Sean G y G, dos grafos y Rr un conjunto de reglas de reescritura de grafos, se dice que G, es
un grafo reducido a partir de G, si al aplicar las reglas de reescritura especificadas en Rr al grafo G, se obtiene
el grafo G.

Breve descripcion del Método de los Grafos Dicromaticos

En la Figura 1 se puede apreciar el esquema de ejecucion del MGD. Inicialmente se construye el grafo del
modelo, cuyos vértices representan las variables con un color y las ecuaciones (relaciones) con otro y las
aristas simbolizan cuales variables se encuentran en cada ecuacién. Una vez planteado un problema de
computo determinado, se descartan de dicho grafo las variables de entrada (datos), quedando transformado
asi en el grafo de la situacién. A partir de este, suprimiendo las componentes conexas (islas) que no
contengan variables de salida, se obtiene el grafo del problema. Este Ultimo grafo es sometido a un pareo que
orienta, hacia su correspondiente variable, a una sola de las aristas conectadas con cada ecuacion, de modo
que el mismo sea un pareo maximo. Asi pasa a obtenerse una nueva representacion llamada grafo del
problema pareado. Posteriormente se obtiene el grafo del resolvente, asignandole orientacién, de variable a
ecuacion, a las aristas que aun no la tienen. Para los problemas que no pueden ser caracterizados
plenamente, a partir de este grafo del resolvente es necesario obtener un nuevo grafo llamado problema
canonico (si el problema tiene un pareo perfecto ya se encuentra en su forma canonica) y de este se llega al
resolvente definitivo. A partir de dicho resolvente (que ya se encuentra en su forma canonica) se alcanza el
grafo del algoritmo descartando los caminos que no conducen a ninguna de las variables de salida definidas
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al plantear el problema. A través de éste método, siguiendo los pasos indicados en el grafo del algoritmo, se
puede dar solucién al problema inicialmente planteado. A pesar de que existen herramientas de ediciéon de
grafos que facilitan en cierto grado la aplicacion del MGD, no se cuenta con un sistema informatico para
aplicar el mismo, lo que limita en cierta medida su valor practico.

Modelo

[ Situacion ]
Problema
pareado

[ Resolvente Problema
canonico

I Algoritmo

Fig. 1. Esquema del Método de los Grafos Dicromaticos
Algoritmo de reduccion

A continuacion se describe el algoritmo de reduccion enunciado en [25], el mismo se utilizara para realizar
algunas de las transformaciones definidas en el MGD.

Algoritmo 1: Reduccion de grafos

Entrada: un grafo ponderado reducido G = (V,E, f,R), donde R es un conjunto de reglas de reescritura,
posiblemente vacio. Una relacién de equivalencia RE (que permite crear una particién P en V) o una particion
PenV.

Salida: un grafo ponderado reducido que representa el mapa

Si la entrada es una relacién de equivalencia
P = ObtenerParticion(V,RE)

Fin Si

ConstruirVerticesReducidos(P)
ConstruirAristas(P, E)

ConstruirRr (P, G)

Crear el grafo reducido G, = (W, E,, f, R;)
Paratodo A; € P,|A;| > 1

Calcular f(G,R.[A;]-Gi, Ry [A]. G}, f)

10. Fin Para

11. Retornar G,

© © N 0k~ wDdhPRE

A continuacién se explican los pasos principales del Algoritmo 1.

Paso 1. Estructura condicional.

Si la entrada el algoritmo es una relacion de equivalencia, se procede a ejecutar el paso 2 para crear una
particion del conjunto de vértices del grafo, en caso contrario se pasa al paso 4.

Paso 2. Crear una particion a partir de una relacién de equivalencia.

En el caso que la entrada sea una relacion de equivalencia, se puede seguir una estrategia voraz para
obtener la particién. La estrategia consistiria en comparar cada elemento del conjunto A con los demas para
determinar cuales elementos estan relacionados y a partir de estos crear las distintas clases de equivalencia
que forman la particién.
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Paso 3. Fin de la estructura condicional.

Este paso significa el cierre de la estructura condicional que comienza en el paso 1.

Paso 4. Construir el conjunto de vértices del grafo reducido.

En este paso se crea un vértice por cada clase de equivalencia de la particion P.

Paso 5. Construir el conjunto de aristas.

En este paso del algoritmo se construye el conjunto de aristas E,, en el mismo se debe tener en cuenta que
para adicionar una arista al grafo reducido que se esta construyendo, los dos vértices que forman parte de
dicha arista deben pertenecer a clases de equivalencia distintas, es decir (Vy,, V;%) € E, solo si v, €
A, v € A; i # j, ademas se debe comprobar que exista una arista en el grafo original que una dos vértices

vy Yy v tal que v, €A4; y v, €A;.

Si se puede adicionar al grafo reducido mas de una arista entre un mismo par de vértices, en el caso del
analisis de redes, se adiciona la de menor costo. Sin embargo, para otro tipo de aplicaciones, donde la
importancia radica en la relacion y no en una medida existente a partir de la relacion, se pueden adicionar
varias aristas entre un mismo par de vértices.

Paso 6. Crear las reglas de reescritura.

Este es un paso esencial del algoritmo, es el que permite que no haya pérdida de informacién en la reduccion
del grafo y ademas garantiza que se pueda obtener el grafo original a partir del grafo reducido.

Como se define en [29], una regla de reescritura se expresa como una tupla de la forma (G, G, Yin, Wour), €N
este paso se crea una regla de reescritura por cada clase de equivalencia 4;, | 4;| > 1 donde:

" G = (v DA = [wl

* G;=(Ay,E; f;;) es un subgrafo de ¢ = (V,E, f;,R), donde 3(u,v) €E; siy solo si (u,v) € Ey
u,v € A;, ademasf,;(u,v) = f.(u,v).

= El conjunto y;,esta formado por tuplas de la forma (v,,,c;, ¢z, v,) que deben cumplir lo siguiente:
€1, ER, vy €A;,v, €V —A4), AW, Vy) EEY fj(Vp, ) =c;; ademas el costo de la arista
(Vn, V) € Er €S ¢y, 08€a fij(Vy, ;) = Cs.

= Analogamente, el conjunto y,,, esta formado por tuplas de la forma (v,,, ¢, ¢;, v,) que deben cumplir
lo siguiente: c;,¢c; € R, vy, € A, v, € (V —A4)), 3V, v) EE Y fej(Vm, vn) = ¢;, ademas el costo de la
arista (v;, v,) € E;. s ¢y, 0 sea f;;(v;, v,) = 3.

Paso 7. Crear grafo reducido.

En este paso se crea un grafo reducido con el conjunto de vértices, aristas y reglas de reescritura obtenidos
en los pasos anteriores.

Pasos 8-10. Actualizacion de la funcion f.

En estos pasos del algoritmo se calcula el valor de la funcién f para cada vértice reducido (4; € P,|4;| > 1) del
grafo creado en el paso anterior. Esta funcién representa el costo de ir desde un vértice el grafo hasta otro
(puede ser otro atributo de la arista). En grafos obtenidos con el MGD no se representa este valor, por lo que
estos pasos no son indispensables para la aplicaciéon de este algoritmo al MGD.

Paso 11. Retornar el grafo obtenido.

En este paso el algoritmo devuelve el grafo reducido que se construyé partir de la relacién de equivalencia (o
la particion) de entrada.

Caso de estudio

Para la descripcion de los resultados de la presente investigacion se utiliz6 como caso de estudio el grafo
del modelo de unas pinzas de friccién cuyo proceso de obtencién se describe en [7]. Ademas, se tuvo em

cuenta las siguientes operaciones encunciadas en el MGD:
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= Descartar vértices que representen variables de entrada (datos).
= |dentificar componentes conexas (islas) y descartar las que no tengan variables de salida.
» Descartar caminos que no contengan variables de interés para la solucion.

Por otro lado, se realiz6 el proceso de reduccion por partes, utilizado cominmente en el Disefio Racional
en Ingenieria. Para ello se utilizaron los siguientes sub-modelos, presentes en el modelo de las pinzas de
friccion referido anteriormente:

= Parametros del modelo geométrico

» Cargas y reacciones

= Masas

» Resistencia Mecéanica

» QOperaciones tecnologicas

= Costo aproximado de produccion
» Tiempo de fabricacion

Para llevar a cabo las transformaciones antes mencionadas, se utilizd el Algoritmo 1, por la caracteristica
de no tener pérdida de informacién. Para el uso de este algoritmo es necesario formalizar las reducciones
antes mencionadas haciendo uso de relaciones de equivalencia o particiones como se muestra en el
siguiente epigrafe. Para una explicacién detallada sobre estos conceptos el lector puede remitirse a [30].

Para definir las transformaciones se asume que un vértice del grafo del modelo tiene la siguiente
informacion:
» Tipo_vértice, puede tomar los valores variable y ecuacion

» Tipo_variable, puede tomar los valores entrada, incognita y salida
» FEs_de_interés, puede tomar los valores si 0 no
= Sub_modelo, el valor de esta variable es el nombre del sub-modelo al que pertenece el vértice

Transformaciones a realizar a partir del grafo del modelo

El Algoritmo 1 puede tener como entrada un grafo dirigido o no dirigido, para el mismo no es relevante la
orientaciébn de las aristas, esta caracteristica es utilizada para determinar cuando dos vértices son
adyacentes, lo cual debe estar encapsulado en la biblioteca de manejo de grafos que se utilice para hacer la
reduccién.

Sea G = (V,E), el grafo de un modelo, definido segun el MGD donde:

= V es el conjunto de vértices del grafo, que representa las variables y ecuaciones del modelo
matemaético.

= F es el conjunto de aristas del grafo, que representa la forma en que se relacionan las variables y las
ecuaciones del modelo.
A continuacion se definen las particiones y relaciones de equivalencia necesarias para realizar las
transformaciones propuestas:
1- Descartar los vértices que representen variables de entrada:
2- Sea v € V una variable de entrada y la clase de equivalencia [v] = {u|u es una variable de entrada}, se
define la particion P = {{v;},¢q), [V]}. O sea, para construir la particion P se crea una clase de equivalencia

por cada vértice de V que no representa una variable de entrada, mas una clase de equivalencia que
contiene todos los vértices que representan variables de entrada. De esta forma, en el grafo resultante de
aplicar este paso, habria un solo vértice que representaria variables de entrada, lo que implicaria una
reduccion del grafo del modelo.

3- Identificar las componentes conexas (islas) y descartar las que no tengan variables de salida:

4- Dos vértices u, v € V estan conectados si y solo si existe un camino que los une. La relacién de conexion
Rc definida en V por (u,v) € Rc siy solo si uy v estan conectados, es una relacién de equivalencia. El sub-
grafo de G determinado por una clase de equivalencia de Rc es una componente conexa de G.

5- Descartar los problemas elementales que no sean necesarios para obtener las variables de salida:
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6- Sea la clase de equivalencia [v] = {u | (u,v) € R3}, (u,v) € R3 siy solo si 3(u,v) € E, donde u representa
una ecuacién y v representa una variable en u que no tiene vértices adyacentes, se define una particion
P = {{vi}yep) [V}

Reduccion por partes

Para realizar este tipo de reduccién se define una relacion de equivalencia (R,) a partir de la igualdad en el
atributo sub-modelo de los vértices del grafo, de modo que:

R, ={<u,v>u,v €V Au.submodelo = v.submodelo}

En este caso, para realizar este tipo de reduccién bastaria con invocar el algoritmo de reduccion de grafos
dando como entrada el grafo del modelo y la relacién de equivalencia R,. Advierta que cuando se crea el
grafo reducido, las variables que son comunes a mas de un sub-modelo seran representadas como vértices
exteriores, mostrando cdmo se relacionan los sub-modelos de las diferentes partes del modelo original.

Resultados y discusion

A continuaciéon se muestra una ejecucion del algoritmo de reduccién sobre el grafo del modelo de unas
pinzas de fricciéon cuyo proceso de disefio se describe en [7]. En la Figura 2 se muestra el grafo del modelo
del ejemplo seleccionado. A partir del mismo se realizard una reduccién por partes, teniendo en cuenta los
sub-modelos que componen el modelo completo.

Fig. 2. Grafo del modelo. Tomado de [7]

La primera reduccién se realiza segun el sub-modelo Geométrico, obtieniéndose un nuevo grafo mostrado en
la Figura 3. Luego se reduce segun los demas sub-modelos y al finalizar este proceso se obtiene el grafo de
la Figura 4. En el mismo se han representado con un rectangulo azul los vértices reducidos que corresponden
a un sub-modelo y de otro color los vértices que representan variables del modelo. Entre los vértices
asociados a variables, se representancon un rectangulo los grupos de variables que relacionan dos sub-
modelos (que se representan como un vértice reducido), para diferenciarlas de las variables del grafo del
modelo (que se representan como un vértice no reducido -una elipse-). Como se puede apreciar, se enfoca el
MGD como un proceso de transformacion de grafos (especificamente de reduccion) lo que posibilita la
aplicacion de un algoritmo de reduccién en la automatizacién del mismo. A partir de esta reduccién se puede
afirmar la posibilidad de efectuar reducciones automatizadas del grafo del modelo o del grafo del resolvente
atendiendo a criterios semanticos y estructurales del fenédmeno que se modela; en lugar de reducir solamente
segun la estructura del grafo obtenido en los pasos del MGD. Ademas, con la divisién de un modelo en varios
sub-modelos, es posible una visibn mas global del modelo que se estd analizando; se puede apreciar,
graficamente, cuales variables estan presentes en mas de un sub-modelo, asi como realizar analisis a un
determinado nivel de abstraccion.
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Fig. 3. Grafo reducido por Modelo Geométrico
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Fig. 4. Grafo reducido teniendo en cuenta todos los sub-modelos. Los rectangulos amarillos representan
conjuntos de variables comunes a dos sub-modelos.

Un aspecto importante a recalcar es que el proceso aqui presentado es reversible. Esto se sostiene a partir
de que el algoritmo de reduccion de grafos no tiene pérdida de informacion y ademas propone un mecanismo
que permite, dado un grafo reducido (con el algoritmo en cuestion), obtener cualquiera de los grafos
generados durante el proceso de obtencion del mismo, incluyendo el grafo original (en este caso el grafo del
modelo).

En la Figura 5 se muestra un ejemplo de aplicacion del algoritmo de reduccién de grafos antes mencionado
al MGD. En la parte izquierda de la misma se muestra el grafo obtenido al agrupar todas las variables de
entrada o datos del problema (representadas por un rectangulo). Para la aplicacion del paso del MGD que se
refiere a descartar las variables de entrada, basta con ocultar el vértice que representa a las mismas, tal como
se muestra a la derecha de la figura.
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Fig. 5. Ejemplo de reduccion por variables de entrada

Conclusiones

A partir de los resultados obtenidos se arribé a las siguientes conclusiones:

A través de un algoritmo de reduccién de grafos es posible formalizar el proceso de reduccion de un grafo
que representa un modelo matematico, especificamente el obtenido a partir de la aplicacién del MGD.

El algoritmo de reduccion utilizado en la presente investigacion contribuye a la automatizacién del MGD.

Haciendo uso de un algoritmo de reduccién de grafos es posible reducir el grafo de un modelo matematico,
obtenido haciendo uso del MGD, de acuerdo a los sub-modelos que lo conforman.

Se provee un mecanismo que permite realizar transformaciones en el grafo atendiendo a criterios
semanticos.

A partir de los resultados obtenidos se justifica el estudio de la aplicacién de la reduccion de grafos como
mecanismo de reduccion de modelos matematicos.
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