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Resumen 

Las paredes arteriales son uno de los tejidos blandos encontrados en los seres vivos. Tienen como 
características ser no lineales, incompresibles y anisotrópicos. En los últimos años se han 
desarrollado un conjunto de modelos constitutivos que consideran un material hiperelástico. Algunos 
de estos modelos consideran isotropía del material pero han demostrado no ser adecuados para 
modelar el comportamiento de arterias sanas. Los modelos más difundidos en este sentido 
consideran el material anisotrópico debido a la organización de las fibras de colágeno y a pesar de 
haber sido formulados para describir la conducta arterial pueden ser utilizados para representar el 
comportamiento de otros tejidos blandos como  la vena cava infra-renal, la pared intestinal, las 
propiedades mecánicas del esófago, entre otros. Algunos autores incluso los han utilizado para 
modelar también el daño en las arterias. 

Palabras claves: modelo constitutivo, tejido arterial, elasticidad, pared aortica, análisis de tensiones, 
respuesta pasiva. 

Abstract 

Arterial walls are one of the soft tissues found in living organism. They are non lineal, incompressible 
and anisotropic. A set of constitutive models have been developed considering a hyperelastic 
material. Some of these models consider material isotropy but they have proved to be inadequate for 
modeling healthy arterial behavior. Mostly used models consider the anisotropic material due to the 
collagens fibers and nevertheless they have been created to describe arterial behavior can be also 
used for modeling different soft tissue behavior as infrarenal vena cava, intestine wall, mechanical 
properties of the esophagus, among others. General author have used them for modeling arterial 
damage. 

Key words: constitutive modelling, arterial tissue, elasticity, aortic wall, stress análisis, passive 
response. 
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Introducción 

Los tejidos blandos, cuando son sometidos a cargas, presentan grandes cambios de forma y una 
respuesta fuertemente no lineal. Una vez retiradas las cargas, retornan a posiciones muy cercanas a la 
inicial. Por otra parte, cuando son sometidos a cargas cíclicas exhiben en la respuesta una considerable 
disipación de energía. Los modelos utilizados en este tipo de materiales, destinados a simular su 
comportamiento, deberán ser capaces de captar todos estos fenómenos.  

En general, los tejidos blandos son casi-incompresibles, no lineales y anisotrópicos. La teoría para la 
deformación finita de los materiales anisotrópicos incompresibles sobre la base de los invariantes de la 
deformación de Cauchy, fue desarrollada por Spencer [34]. Fung desarrolló un modelo para tejido suave 
basado en los componentes selectos de la deformación de Green [11]. Holzapfel ha descrito la 
implementación en elementos finitos de un modelo de Fung para las membranas biológicas [13, 14] 

Aunque el comportamiento del material de la pared arterial es altamente anisotrópico debido a la 
organización de las fibras de colágeno, existen numerosos modelos usados en la literatura para describir 
el comportamiento de las arterias que consideran un comportamiento isotrópico. Entre ellos tenemos el 
modelo usado por Hoppmann [18], que no representa de manera adecuada el efecto de la rigidez en las 
arterias sometidas a grandes deformaciones. Encontramos también el modelo usado por Delfino, et al [8] 
que presenta una función de energía potencial, parecida al comportamiento de la goma y es capaz de 
simular el efecto de la rigidez. Otros modelos consideran la anisotropía y utilizan funciones de densidad 
de energía de la deformación en los que consideran dos o tres familias de fibras de colágeno [11, 13, 14]. 
Los modelos más aceptados en este caso son el modelo de Holzapfel y el modelo de Fung. El modelo 
isotrópico de Demiray es adecuado para simular comportamientos de arterias con determinadas 
patologías como el síndrome de Marfan [12] o el comportamiento de la placa ateromatosa [33]. Sin 
embargo, para arterias sanas no describe adecuadamente su comportamiento mientras que el modelo de 
Holzapfel tiene una respuesta cercana a la experimental [28]. 

El comportamiento mecánico de la pared arterial está regido por la activación o no de las células del 
músculo liso vascular. La respuesta activa está gobernada por las propiedades de la elastina, el colágeno 
y el grado de activación de las células del músculo liso. Rachev y Hayashi [29] propusieron un modelo 
adecuado para describir este comportamiento. Sin embargo, la mayoría de los trabajos realizados en los 
últimos años están enfocados a describir la respuesta pasiva [17]. La poca cantidad de tejido muscular 
respecto a la presencia de elastina y colágeno hacen que el comportamiento de algunas arterias como la 
aorta sea fundamentalmente elástico y por la misma razón débilmente activa. La respuesta pasiva está 
gobernada por las propiedades de la elastina y el colágeno, en este comportamiento no se conoce bien 
cuál es la contribución de las células del músculo liso. Algunos autores han analizado por separado el 
papel de estos dos componentes en las propiedades arteriales [30, 32, 36]. La mayoría de los modelos de 
función de densidad de energía libre de la deformación propuestos en la literatura y que analizaremos en 
este trabajo, se usan para describir el comportamiento pasivo de la pared arterial [11, 13, 14]. 

En algunos programas como ABAQUS se han implementado modelos de comportamiento para tejidos 
blandos. En ese caso encontramos el modelo de Holzapfel [13, 14] que considera anisotropía con dos 
familias de fibras y el modelo de Fung [11] que considera tres familias de fibras. También el modelo de 
daño de Famaey, et al [9, 10]. 

Descripción del movimiento. Estado de deformaciones 

En primera instancia se hace imprescindible un conocimiento exacto de los fenómenos de la 
elasticidad, principalmente en lo referente a los estados deformacionales, ya que los métodos de cálculo 
por elementos finitos se basan en la manipulación matemática del concepto de rigidez, sobre las bases 
físicas que se pretenden simular y que intervienen en el comportamiento de los sistemas elásticos, bien 
sean lineales o no lineales y que representen cualquiera de las restantes condiciones que se han 
enumerado de diversos  comportamientos elásticos. 

Por estas razones y ya que en lo delante de emplearán muchos términos relacionados con este 
aspecto se cree necesario hacer un breve enfoque por los aspectos más importantes relacionados con los 
desplazamientos y las deformaciones, comenzando por los dos tipos de formulaciones que se pueden 
utilizar. 

Formulación Lagrangiana y Euleriana 

En la descripción del movimiento (o desplazamiento) y deformaciones (y por lo tanto para el cálculo de 
tensiones) de los cuerpos, es fundamental la elección de un sistema de referencia para describir el 
mismo. En el cálculo lineal no existe distinción entre la configuración inicial (no deformada) y la 
configuración temporal (o deformada) ya que las características geométricas y mecánicas son invariantes. 
Ésta es la característica fundamental que diferencia el cálculo lineal del no lineal. 
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El medio continuo puede ser descrito bajo grandes deformaciones, lo cual introduciría el termino de no 
linealidad geométrica para describir el comportamiento. Entonces se pueden utilizar diferentes 
formulaciones en dependencia de si sus variables de estado están referidas a la configuración actual 
deformada, configuración Euleriana, o en términos de la configuración de referencia sin deformar, 
configuración Lagrangiana. [23]  

 
Fig. 1. Descripción del movimiento 

 
 321 ,, XXXP   Configuración Inicial  

 321 ,, xxxp   Configuración Deformada 

El vector desplazamiento, Pp, figura 1, vendrá dado por: 

XxPu p   (1) 

Si se conociesen los vectores posición X y x para cualquier instante, estaría perfectamente definido el 
movimiento del cuerpo. En Mecánica de Medios Continuos, se supone que estas funciones son continuas 
y biunívocas, por lo tanto, es posible escribir: 

  3 ,2 ,1,, 321  iXXXxx ii  (2) 
O bien: 

  3 ,2 ,1,, 321  IxxxXX II  (3) 

Las componentes del vector u es posible escribirlas en función de la posición inicial: 
Formulación Lagrangiana 

    IiII XXXXxXXXUU  321321 ,,,,  (4) 

O de la posición temporal: 
Formulación Euleriana 

   321321 ,,,, xxxXxxxxuu Iiii   (5) 
Se podría decir que la formulación Lagrangiana se ocupa de lo que le sucede al sólido, mientras que la 

formulación Euleriana se ocupa de lo que le sucede a una zona del espacio. Cuando la deformación es 
pequeña estas dos configuraciones son cercanas y los tensores de tensión y de deformación son 
aproximados:  TSeE , . 

Si analizamos una barra sometida a tracción, figura 2, podemos ver como se relacionan los tensores de 
tensión de Cauchy, Lagrange y Kirchhoff. 

 
Fig. 2. Barra sometida a tracción 
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Tensor de Cauchy: 
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El tensor de Cauchy es la relación entre la fuerza y el área en la condición deformada. El tensor de 

Lagrange o Primer tensor de Piola-Kirchhoff relaciona la fuerza en la condición deformada con el área en 
la configuración de referencia. Mientras que el Segundo tensor de Piola-Kirchhoff relaciona la fuerza en la 
configuración de referencia con el área en la configuración de referencia. 

Con respecto a la configuración Euleriana, las variables de estado a ser consideradas son la tensión de 
Cauchy   y la deformación de Euler-Almansi e [21, 23].  






  1

2

1
BIe  (9) 

 
Tensor de Almansi o tensor de deformación Euleriano. 
Donde:  

B : es el tensor de deformación izquierdo de Cauchy – Green o también llamado tensor deformación de 
Finger. 

2VFFB T   (10) 
 

V : Tensor alargamiento izquierdo 

F : Tensor Gradiente de Deformación o matriz Jacobiana de la transformación. 

X

x
F i




  (11) 

 

Su determinante representa la relación de volúmenes entre la condición deformada e inicial FJ det . 

Transforma vectores en el entorno de un punto de la configuración de referencia a la configuración 
temporal 

DIF   (12) 
 

Siendo: D el Gradiente de desplazamiento 
 
Respecto a la configuración Lagrangiana las variables son el segundo tensor de Piola-Kirchhoff S y la 

deformación de Green-Lagrange E (Fig. 4.3).  

C

W
S




 2    y    ICE 
2

1
 (13) 

 
Estos tensores están relacionados de la siguiente forma [4, 17]:  

   
E

W

C

W
S








 2  (14) 

 

W : función de densidad de energía libre de la deformación  

C : es el tensor de deformación derecho de Cauchy – Green   

   2UFFC T   (15) 

  
U : Tensor alargamiento derecho 

 

El Tensor Gradiente de Deformación F no es un tensor simétrico, de ahí la definición de los tensores de 

deformación derecho e izquierdo de Cauchy – Green C  y B , y del tensor de deformación Euleriano e . 
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Los tensores de deformación de Cauchy – Green dan medidas de la deformación del material 
independientes del sistema de referencia. Ambos tensores intervienen en la descripción de los materiales 
hiperelásticos que analizaremos a continuación.. 

Hiperelasticidad 

Algunos de los materiales elásticos empleados en la biomecánica son del tipo Hiperelásticos. Estos 
materiales se encuentran caracterizados por la expresión de su función de densidad de energía libre de la 

deformación W la cual describe como se almacena la energía en el cuerpo. 

 
Para estos materiales tenemos el segundo tensor de tensiones de Piola-Kirchhoff S, que puede ser 

obtenido a partir de la función de densidad de energía libre de la deformación W como se vio 
anteriormente (ec. 13) y el tensor de Cauchy se relaciona con él de la siguiente manera: 

   
TFSFJ 1  (16) 

 
Ambos pueden ser descompuestos en una parte que considera la contribución puramente volumétrica y 

la contribución isocórica. De esta misma forma se puede descomponer la función de densidad de energía 

libre de la deformación W  [6, 14]. Para los materiales hiperelásticos W será una función de los 

invariantes de C : 

   ),,( 321 IIIWW   (17) 
que se pueden obtener de la forma 

   2
3

22
21 det));()((

2

1
);( JCICtrCtrICtrI   (18) 

Generalmente las expresiones utilizadas para la función de energía libre de la deformación tienen forma 
exponencial [11, 14], las cuales pueden ser escritas de manera general como: 

     1exp
2

1
 QcW  (19) 

Donde Q  es la forma cuadrática de los componentes de deformación de Green-Lagrange [22].  

Las capas de las paredes arteriales se encuentran formadas por láminas con una única dirección 
preferente de las fibras de colágeno, lo que permitiría considerarlas como transversalmente isótropas. No 
obstante, se admite desde un punto de vista macroscópico que existen dos direcciones preferentes en 
cada capa. A partir de esta consideración se han desarrollado los modelos de anisotropía con dos y con 
tres familias de fibras de colágeno, aunque algunos autores han considerado modelos isótropos.  

Modelos isótropos 

Un modelo isótropo bastante aceptado para describir el comportamiento de la pared es el modelo de 
Demiray. Utilizado por Delfino y García Herrera  [8, 12] y comparado con el modelo de Holzapfel [28].  

   















  1)3(
2

exp 3I
b

b

a
W  (20) 

Donde a  y b  son los parámetros del modelo e 3I  es el primer invariante del tensor derecho de 

Cauchy Green  
Los resultados experimentales de los ensayos de tracción muestran que este modelo isótropo puede 

ajustarse adecuadamente al comportamiento de la pared en determinadas patologías como el síndrome 
de Marfan [12] o el comportamiento de la placa ateromatosa [33]. Sin embargo para arterias sanas no 
describe adecuadamente el comportamiento arterial mientras que el modelo de Holzapfel, que se verá a 
continuación, tiene una respuesta cercana a la experimental [28]. 

Anisotropía con dos familias de fibras  

Para las arterias de gran tamaño, como la aorta y la carótida, la capa adventicia forma 
aproximadamente el 10 % del espesor de la pared [19] por lo que a veces se puede asumir que la capa 
media es la única con una respuesta mecánica significativa. El modelo más aceptado actualmente para 
describir la respuesta mecánica de la pared arterial es el comportamiento anisótropo de dos familias de 
fibras [24, 25, 27]. De acuerdo a esto se modela el tejido de una sola capa arterial reforzada por dos 
familias de fibras de colágeno, alineadas según dos direcciones preferentes [14, 15], aunque en algunos 
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casos para arteria jóvenes y sanas se modelan las dos capas, con las especificaciones de cada capa por 
separado y se analiza el resultado del material compuesto [16, 20]. 

El material reforzado por las familias de fibras de colágeno, que son las responsables de la mayor parte 
de la respuesta mecánica de la pared, puede ser caracterizado por un número dado de direcciones 
preferentes no ortogonales. Estas fibras están orientadas formando un ángulo aproximadamente 
constante con la dirección axial del eje de la arteria, como se puede observar en la figura 3. [6, 12, 14]  
 

 
Fig. 3. Distribución de las fibras de colágeno  

según modelo de Holzapfel. 

 
Se considera un material con dos direcciones preferentes definidas en la configuración de referencia 

por dos vectores 00;ba  que forman ángulos simétricos con el eje del vaso  . La función de densidad 

de energía es ahora de la forma );;( 00 baCW , debiendo verificarse:  

   ),,(),,( 0000
TTT RRbRRaRCRWbaCW   (21) 

para todo tensor ortogonal R . 
Uno de los modelos propuestos para materiales biológicos con dos familias de fibras de colágeno, 

como son las paredes arteriales es el desarrollado por Holzapfel y Gasser [14]. La expresión de la función 
de densidad de energía de dicho modelo es: 

   



6,4

2
2

2

1
1 )1))1((exp(

2
)3(

2 
Ik

k

k
I

c
W  (22) 

Este modelo propuesto por Holzapfel para describir el comportamiento de las arterias ha sido utilizado 
por diferentes autores para describir las propiedades de otros tejidos blandos. Entre ellos encontramos la 
vena cava infra renal ovina estudiado por Alastrue, et al [2] basado en este modelo pero con diferentes 

valores para los invariantes 4I  e 6I , reproduciendo de manera adecuada el comportamiento del tejido. La 
pared intestinal fue modelada por Ciarletta, et al (2009) [7] teniendo en cuenta la contribución de las fibras 
musculares. Un modelo similar fue usado para describir las propiedades mecánicas del esófago por Yang, 
et al (2006) [38]. También fue usado por Zulliger, et al (2004) [40], para describir el alargamiento 
comprometido asociado con desrizo de las fibras de colágeno.    
Este modelo ha sido utilizado también por algunos autores para describir el proceso de daño en la arteria. 
Famaey, et al [9] descompone la función de densidad de energía de la deformación en tres partes. Las 
dos primeras partes describen los componentes de la matriz del material con comportamiento anisotrópico 
y la contribución anisotrópica de las fibras de colágeno y se basa en el modelo de Holzapfel [14]. El tercer 
término caracteriza la anisotropía de las células del músculo liso y se basa en el modelo de Murtada, et al 
(2010) [26]. El daño acumulado en los diferentes componentes durante la carga mecánica es 
caracterizado por la función de daño de energía de la deformación para cada componente individual. Esta 
idea está basada en el estudio realizado por Balzani [6] para la formulación del daño. El modelo propuesto 
por Famaey ha sido implementado en ABAQUS donde se han realizado simulaciones para diferentes 
arterias con resultados bastante aceptables [10]. También ha sido utilizado para describir el crecimiento y 
remodelado vascular [3].  
En ABAQUS se ha implementado anteriormente la función de densidad de energía de la deformación 
propuesta por Holzapfel en 2006 donde se agrega un tercer término al modelo anterior [13]: 
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Los dos primeros términos de la expresión representan la contribución volumétrica y distorsionar de la 

matriz del material no colagenoso con comportamiento isotrópico. El tercer término es la contribución de 
las fibras de colágeno teniendo en cuenta el efecto de la dispersión.  

Donde  

       1313 41   IkIkE
def

 (24) 

Este término E caracteriza la deformación de las fibras de colágeno con dirección preferente A . 

Las variables: Dckkk ,,,, 1021  son parámetros que dependen de la temperatura 

N  es el número de familia de fibras  3N . 

1I : primer invariante de la deformación 
elJ : relación volumen elástico definido como expansión térmica 

4I : pseudo-invariantes de C  y A  

Este modelo asume que cada familia de fibras de colágeno está dispersa con una dirección principal 
preferente. El parámetro k describe el nivel de dispersión de las fibras. Debiendo encontrarse 

310  k . 

Holzapfel ha realizado estudios sobre la dispersión de las fibras de colágeno para lo cual propone un 
modelo modificado de ec. 22 que tiene en cuenta un parámetro de dispersión [17]. A pesar de que en las 
arterias existe una alineación bastante fuerte de estas fibras, en otros casos como las válvulas cardiacas 
o en el miocardio, presentan  una gran dispersión. Otros autores han realizado estudios sobre la 
contribución de la elastina y el colágeno en las propiedades de la pared arterial [1, 32, 37]. Rezakhaniha, 
et al realizaron ensayos para determinar la orientación de las fibras de colágeno en la adventicia de la 
arteria carótida del conejo [31] y han llegado a la conclusión de existen cuatro familias de fibras de 
colágeno ya que se observan cuatro direcciones principales cuando la arteria se encuentra libre de cargas 
y las fibras de colágeno se mantienen en ondas. El modelo de Holzapfel asume que la elastina al igual 
que la matriz del material no colagenoso, tienen un comportamiento isotrópico, sin embargo algunos 
estudios realizados sugieren que en realidad el comportamiento de ambos es anisotrópico [30, 31, 37]. 

Stalhand propuso un método para la determinación de los parámetros del material para el modelo de 
Holzapfel a partir de datos clínicos [35]. Masson, et al emplea un modelo similar para la determinación de 
estos parámetros [25]. Otros autores han utilizado este modelo para cuatro familias de fibras con el 
propósito de describir las propiedades de las fibras en la dirección circunferencial y longitudinal [5, 39]. 

Anisotropía con tres familias de fibras  

Se han desarrollado modelos de comportamiento anisótropo con tres direcciones preferentes que han 
sido aplicados en materiales biológicos, destacándose el Modelo de Fung [12, 24]: 

   
332263311522114
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Siendo ABE  las componentes de Green )(
2

1
ICE  . 

En ABAQUS se ha implementado el modelo de Fung con la siguiente forma: 
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 (26) 

 
Donde:  

Dc,  son parámetros que dependen de la temperatura. 

elJ : relación volumen elástico definido como expansión térmica.  

Q  se define como : 
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G
klijkl

G
ij

GG
bbQ   ::  (27) 

Donde ijklb  es un tensor simétrico adimensional de cuarto orden de las constantes del material 

anisotrópico y que depende de la temperatura y 
G
ij  son componentes modificadas del tensor de 

deformación de Green. 
Este modelo fue comparado con el de Holzapfel [16], ecuación. 22, usando la arteria carótida, joven y 

sana, en un modelo multicapas. Para el modelo de Fung 3D, se requieren siete parámetros constitutivos 
del material para una sola capa, que no pueden ser escogidos arbitrariamente pues se debe asegurar la 
estabilidad y convexidad del material. Este modelo es limitado para simetría cilíndrica y no considera las 
deformaciones cortantes. El modelo 2D tiene la ventaja de que los parámetros del material se pueden 
obtener con facilidad pero no satisface la condición de elipticidad. Mientras, el modelo de Holzapfel es 
capaz de modelar las dos capas para geometrías arbitrarias y solo necesita cinco parámetros del material 
tanto si se considera un estado de deformación en 2D o en 3D y es capaz de modelar las tensiones 
residuales. 

Conclusiones 

El modelo isotrópico de Demiray ha demostrado que no es capaz de describir el marcado 
comportamiento anisotrópico que ha sido observado en los estudios experimentales de las arterias. Este 
modelo puede ajustarse adecuadamente al comportamiento de la pared en determinadas patologías como 
el síndrome de Marfan o el comportamiento de la placa ateromatosa, aunque según Soler no es adecuado 
para arterias sanas.  

El modelo de Holzapfel asume que la elastina al igual que la matriz del material no colagenoso, tiene un 
comportamiento isotrópico, sin embargo, estudios realizados como los de Rezakhaniha y Weisbecker 
sugieren que en realidad el comportamiento de ambos es anisotrópico. Asimismo Rezakhaniha, et al 
sugieren que existen cuatro familias de colágeno en lugar de dos como plantea el modelo ya que se 
observan cuatro direcciones principales cuando la arteria se encuentra libre de cargas y las fibras de 
colágeno se mantienen en ondas.  

El modelo propuesto por Fung, tiene como desventaja que requiere un mayor numero de parámetros 
constitutivos del material para una sola capa. Estos parámetros no pueden ser escogidos arbitrariamente 
pues se debe asegurar la estabilidad y convexidad del material, lo que dificulta su empleo. 

De los modelos existentes en la literatura, el modelo de Holzapfel ha demostrado ser apropiado no solo 
para la modelación del tejido arterial en arterias sanas sino también para simular el comportamiento de 
otros tejidos blandos del organismo. Este modelo lo han utilizado Alastrue, Ciarletta y Zulliger para simular 
el comportamiento de otros tejidos blandos. 
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