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RESUMEN

Este articulo es el resultado de una
investigacion sobre procedimientos ldgicos
asociados a la aplicacion del método de
demostracion por induccién matematica a
contenidos relacionados con las
sucesiones numéricas; el estudio se
realiza a partir de insuficiencias en el
proceso de ensefianza-aprendizaje de la
asignatura Matematica en el duodécimo
grado, que tienen su base en
inconsistencias tedricas y la tendencia a la

ejecucion mecanica de procedimientos sin
argumentos légicos; para contribuir a
resolver esta problematica se emplearon
los métodos revisidon bibliografica, la
prueba pedagdgica y el sistémico-
estructural; el principal resultado obtenido
es una metodologia que comprende cuatro
modelos de actividades matematicas con
sus procedimientos de ensefanza; se
pudo concluir que una adecuada
concepcion de las actividades
matematicas, consecuente con la teoria de
sucesiones numéricas y la utilizacion de
recursos heuristicos para el razonamiento
por induccién, potencian el pensamiento
l6gico-matematico en la demostracion por
induccién matematica.

pensamiento ldgico-
induccion matematica;
numéricas; método  de

Palabras clave:
matematico;
sucesiones
demostracion.

ABSTRACT

This article is the result of research on
logical procedures associated with the
application of the mathematical induction
demonstration method to contents related
to numerical successions; the study is
based on insufficiencies in the teaching-

learning process of the subject
Mathematics in the twelfth grade, which
have their basis in theoretical

inconsistencies and the tendency to the
mechanical execution of procedures
without logical arguments. In order to
contribute to solving this problem, the
methods used were bibliographic review,
pedagogical test and systemic-structural;
mathematical. The main result obtained is
a methodology that includes four models
of mathematical activities with their
teaching procedures; it could be concluded
that an adequate conception of
mathematical activities, consistent with
the theory of numerical successions and
the use of heuristic resources for inductive
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reasoning enhance logical-mathematical representar los contenidos mediante
thought in the demonstration by analogias, ilustraciones, ejemplos,

mathematical induction.

Key words: Logical-mathematical
thought; mathematical induction;
numerical successions; method of

demonstration.

INTRODUCCION

Uno de los principales objetivos de Ila
ensefanza de la Matematica es desarrollar
en los estudiantes un pensamiento ldgico,
flexible y creativo. El pensamiento racional
es objeto de estudio de la Psicologia y de
la Logica, este se manifiesta como proceso
psiquico cognoscitivo y como resultado.

Segun Petrovski (1985) el pensamiento se
puede clasificar de acuerdo con el
contenido del objeto que lo genera, en ese
sentido reconoce el pensamiento:
figurativo, practico, logico y cientifico; de
los dos Ultimos hay que sefialar que no
existe uno sin el otro, sino de qué modo se
piensa cientificamente sin tener en cuenta
las leyes de la Légica.

Para el autor sefialado arriba, el
pensamiento se clasifica como ldgico
porque sigue las leyes de la Logica, por
tanto cuando este pensamiento se
desarrolla en el campo de la Matematica,
hay que hablar de un pensamiento, por
naturaleza logico, para el campo de
matematica, es decir, un pensamiento
l6gico-matematico.

En Parada (2014) se reafirma la necesidad
de que el profesor desarrolle en sus
estudiantes un pensamiento  ldgico-
matematico, con el objetivo de que estos
encentren formas mas  Utiles de

explicaciones y demostraciones.

Ademas, después de hacer un analisis de
varias definiciones dadas por expertos e
investigadores, se coincide con Herlina
(2015) quien caracteriza el pensamiento
l6gico-matematico como «el proceso
cognitivo que comprende la
representacién, abstraccién, la creatividad
y la demostracién matematica» (p.2).
Luego dichos procesos requieren una
atencion consciente desde el proceso de
enseflanza-aprendizaje. En esencia, se
considera que potenciar la habilidad
demostrar y en particular la demostracién
por induccién matematica, constituye una
via indispensable para el desarrollo de este
tipo de pensamiento.

Otro enfoque desde el cual se aborda el
tema del desarrollo del pensamiento
l6gico-matematico es el referido a la
influencia de las creencias de Ilos
estudiantes acerca de la Matematica
(Diego, 2019, p.69). Estas determinan el
desarrollo de competencias y la forma en
que los estudiantes adquieren
protagonismo en el desarrollo de sus
capacidades intelectuales desde el proceso

de ensefianza-aprendizaje de la
Matematica.
Segun Valenzuela (2018) «...las

estrategias para la generalizacion de
patrones también constituyen una via para
el desarrollo del pensamiento» (p.51).
Estas se basan en el estudio de un patrén
a través del anadlisis en secuencia de
figuras u objetos matematicos para
determinar una expresion general que
permita calcular el valor de cualquier
término de la sucesion. Este fendmeno se
manifiesta con mucha regularidad en el
estudio de las sucesiones numéricas vy la
demostracion de sus propiedades
generales a partir de la induccién
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matematica constituye una forma de
generalizacién.

Dentro de los contenidos del programa de
la asignatura Matematica para el
duodécimo grado en la ensefanza media
superior cubana se encuentra el método
de demostracion por induccion completa,
este se introduce con el objetivo de
equipar al estudiante con herramientas
gue le permitan la demostracion de ciertas
propiedades matematicas. Este método se

utiliza para demostrar propiedades
relacionadas con las sucesiones
numéricas, problemas de divisibilidad,

problemas geométricos, teoria de juegos,
entre otros. La habilidad demostrar
propiedades en el dominio de los nimeros
naturales utilizando el método de
demostracion por induccion completa
constituye uno de los objetivos principales
a evaluar en las evaluaciones
sistematicas, trabajos de control parcial y
examen final de dicha asignatura.

En la actualidad es tendencia de los
profesores a ponderar el uso del método
en el tema de las sucesiones y series
numéricas, tal vez porque los
procedimientos son mas sencillos,
relacionando las actividades a Ia
demostracion de que a partir de ciertas
formulas generales se puede calcular la

suma de los primeros "términos de una
sucesion numérica dada. Estos contenidos
tienen un sustento tedrico que
posteriormente se estudian con
profundidad en los cursos de Analisis
Matematico en la Educacion Superior.

Durante la practica docente, los espacios
de preparacion de la asignatura
Matematica y en los debates que se
producen en los cursos de superacion a los
profesores, se han podido constatar
limitaciones de orden metodoldgico en
cuanto a la ensefianza del método de

demostracion por induccion completa y los
conceptos asociados. Estas se manifiestan
en inconsistencias teodricas al abordar
temas de sucesiones y series numéricas.
Ademds la ensenanza del método, como
contenido de ensefianza, es mecanicista y
no sigue la logica del razonamiento
inductivo matematico, trayendo como
consecuencia la imposibilidad de aplicarlo
a multiples problemas.

Las insuficiencias cognitivas han sido
constatadas como una regularidad afio
tras afio, en las evaluaciones sistematicas,
parciales y finales. Estas se revelan en la
aplicacion mecanica, sin un fundamento
l6gico, del método de demostracién por
induccion matematica. Las carencias en
las metodologias empleadas por los
docentes, donde existen limitaciones en la
ensefianza del método como contenido en
si mismo, no dotan al estudiante de las
herramientas necesarias para argumentar
sus razonamientos al enfrentar la solucién

de tareas con distintos niveles de
exigencia.
Otro aspecto que influye en dichas

insuficiencias es que, la forma en que se
presentan los contenidos a los estudiantes
en las clases y evaluaciones, contrasta con
las actividades que se presentan en el libro
de texto de Matematica duodécimo grado
de la autoria de Campistrous, (1999).

Por la necesidad de profundizar en causas
que subyacen a las insuficiencias
mencionadas anteriormente se considera
necesario realizar un estudio sobre los
conceptos relacionados con el proceso de
desarrollo del pensamiento l6gico-
matematico a partir de la demostracion
por induccién matematica.

Teniendo en cuenta la necesidad de

promover experiencias didacticas que
contribuyan al aprovechamiento del
trabajo con el método de induccion
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matematica como recurso para desarrollar
el pensamiento légico-matematico de los
estudiantes de preuniversitario, en el
presente articulo se pretende dar a
conocer una metodologia que consta de
cuatro modelos de actividades en las
cuales se articula, de forma coherente, los
contenidos de sucesiones numéricas vy los
respectivos  procedimientos para el
proceso de demostracion.

MATERIALES Y METODOS

Para la obtencion de la metodologia que se
muestra en este articulo se desarrolldé una
investigacién aplicada, cuya base principal
recayo en el uso del método sistémico-
estructural, esta se enfocd en cuatro
aspectos fundamentales: La formalizacién
con la que se le presenta el contenido a los
estudiantes (que deviene en cuatro
modelos de actividad); el trabajo con
conceptos previos a la demostracion; la
l6gica del proceso de demostracién vy las
formas de aplicacion asociadas a Ia
propiedad demostrada.

El diseno de la metodologia partié de una
revision bibliografica sobre el pensamiento
l6gico-matematico y las bases teodrico-
metodoldgicas generales para su
desarrollo, se procedi® a buscar el
sustento tedrico que aparece en los libros
de matematica superior referido a las
sucesiones numéricas y los referentes

psicopedagdgicos relacionados con el
razonamiento por induccion.
Posteriormente se realizaron estudios

previos dirigidos a conocer las limitaciones

de los estudiantes en el razonamiento
seguido durante la demostracién por
induccion matematica, asi como las
limitaciones metodoldgicas de los

profesores y los documentos que norman

su trabajo, lo que incluyé una prueba
pedagdgica, una entrevista grupal a
profesores vy la revisiéon de los documentos
que norman el trabajo del profesor.

La prueba pedagdgica se dirigid a
diagnosticar tres aspectos fundamentales:
los conocimientos de los conceptos de
sucesidon numérica, término de una
sucesién y sucesidon de sumas parciales; la
logica del razonamiento hipotético en el
paso de la veracidad de casos particulares
al planteamiento de hipotesis y tesis, asi
como el nivel de desarrollo de la habilidad
demostrar por el método de induccién
matematica en propiedades de las
sucesiones aritméticas.

Su aplicacion se basé en un muestreo
intencional, para ello se selecciond el
Instituto Preuniversitario Vocacional de
Ciencias Exactas (IPVCE) «Federico
Engels» de la provincia de Pinar del Rio. Se
escogié dicha institucién por ser un centro
de estudio en donde los estudiantes tienen
una mayor preparacion respecto a los
demads Preuniversitarios de la provincia.
Una vez seleccionada la escuela, se
escogieron los mejores estudiantes de los
diez grupos de duodécimo incluyendo los
estudiantes de concurso, en total 32
estudiantes.

En la aplicacion de la prueba pedagdgica
se procedid de manera que el evaluador
particip6 como moderador a partir del
desarrollo de un grupo de indicaciones e
interrogantes que le permitieron guiar a
los estudiantes en la obtencion de las
respuestas, a la vez que expresaron los
fundamentos de sus razonamientos, lo
cual permitié conocercoémo pensaron en el
desarrollo de cada una de las acciones de
las demostraciones realizadas.

En la metodologia seguida por el evaluador
para la busqueda de la informacion en el
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intercambio con los estudiantes, se
hicieron las siguientes acciones:

1. Verificar si los estudiantes eran capaces
de identificar la diferencia entre lo que es
un término de la sucesiéon de sumas
parciales y término de la sucesién de
sumandos.

2. Verificar si los estudiantes logran
identificar la validez de la proposicion a
demostrar para {neN: n=2}.

3. Verificar la presencia de un
pensamiento  hipotético mediante la
generalizacién, a partir de la veracidad de
casos particulares, de que la proposicidn
es valida para n=k.

4. Verificar si los estudiantes son capaces
de realizar funciones de conversion dentro
del registro de representacion semidtico,
en este caso algebraico. Este aspecto
incluyd el razonamiento para el desarrollo
del paso de la hipotesis a la tesis-
demostracion.

los estudiantes son
capaces de verificar el proceso de
razonamiento desarrollado durante Ila
demostracion (verificar la igualdad entre la
sucesion de sumas parciales y el término
general de una serie numérica).

5. Determinar si

Para procesar la informacidon primero se
hizo una tabulacién de los resultados por
indicadores, la evaluacibn de los
resultados fue condicional, o sea, se tuvo
en cuenta lo que el estudiante desarrolld
por si mismo, contrastado con las
respuestas que dio a las preguntas del
evaluador. Los resultados se analizaron en
calculos porcentuales.

En el caso de los profesores se realizd un
debate grupal con los siguientes aspectos:

El debate se inicid con el planteamiento de
interrogantes dirigidas a indagar sobre los
conocimientos tedricos acerca del método
de demostracion por induccion
matematica (los recursos metodolégicos
que se utilizan para la ensefianza del
método de demostracion en torno al paso
l6gico del inicio a la hipdtesis y de esta a
la tesis y su demostracion) y los conceptos
asociados a la teoria de las sucesiones
numéricas y series, asi como la influencia
de estos conceptos en el aspecto interno
del método (la forma que el estudiante
visualiza la estructura de todo el proceso
de demostracién y su influencia en el

desarrollo del pensamiento l6gico-
matematico).
Posteriormente se revisaron los

documentos metodoldgicos que sostienen
el trabajo del profesor de Matematica en el
Preuniversitario referidos a la ensefianza
del método de demostracion por induccion
completa y se contrastaron con las ideas
surgidas en el debate con los profesores
durante la preparacién de la asignatura.

Las insuficiencias cognitivas que
manifiestan los estudiantes, las
limitaciones metodoldgicas presentadas

por los profesores y la necesidad de una
fundamentacién tedrica en los libros de
textos conllevaron a la elaboracién de una
metodologia para el desarrollo del
pensamiento légico-matematico, desde la
demostraciéon por induccién matematica.

Para la implementacion de la metodologia
se desarrolld la preparacion de los
profesores durante el curso de superacion,
en este participaron 33 profesores de
Matematica de toda la provincia de Pinar
del Rio.

En un primer tema se abordd los
conceptos y definiciones fundamentales de
la teoria de sucesiones y series numéricas,
asi como la terminologia a utilizar durante
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el disefio de las actividades. Durante la
preparacién se debatié sobre conceptos de
sucesiones numéricas y como deben
formularse las preguntas hechas a los
estudiantes con la formalizacién
adecuada, de modo que no existieran
contradicciones con la teoria referida a las
sucesiones y series numéricas.

En el segundo tema se abordd Ila
estructura légica del teorema: principio de
induccion matematica y su demostracién,
el procedimiento a seguir durante el
proceso de demostracién segun las
indicaciones descritas en la metodologia y
los fundamentos légicos del inicio,
hipdtesis, tesis y demostracion.

RESULTADOS

Durante el proceso investigativo se obtuvo
como resultados que:

El 94 % de los estudiantes tienen
limtaciones en el desarrollo de un
razonamiento inductivo-hipotético, lo cual
se manifiesta en las deficiencias para
identificar la  diferencia  entre los
conceptos: término de la sucesion de
sumas parciales y término de la sucesion
de sumandos. La esencia de dicha
dificultad radica en la incapacidad de
visualizar las caracteristicas esenciales de
dichos conceptos, dadas por los simbolos
de adicion entre los términos.

En relacién con el resultado anterior
también se pudo constatar que el 88% de
los estudiantes no logran demostrar la
validez de las proposiciones para un valor
superior al valor inicial.

EL 91,2 % de los estudiantes actua de
manera mecanica en el planteamiento de
la hipotesis, dicho razonamiento mecanico

se debe a la contradicciéon manifestada en
la imposibilidad de comprobar la veracidad
de las proposiciones para un valor mayor
que el inicial, sin embargo no visualizan
que al plantear la hipdtesis para esta la
trae implicita.

El 61,8 % de los estudiantes presentan
limitaciones para realizar funciones de
tratamiento dentro del registro de
representacion semidtico, en este caso
algebraico. Dichas dificultades se
manifiestan en la imposibilidad de los
estudiantes para visualizar expresiones
equivalentes de un mismo concepto,
dadas por la formalizacion en el lenguaje
algebraico.

En cuanto a las limitaciones metodoldgicas
de los profesores, durante los debates en
las sesiones de preparaciéon, se pudo
constatar que existen insuficiencias en la
conceptualizacién de los contenidos
relacionados con la formalizacién vy
diferenciacién de los conceptos: sucesion
numérica y sucesién de sumas parciales.
También se constaté la tendencia a
orientar la ejecucion mecanica del inicio de
induccién sin tener presente que solo
coinciden los conceptos para el caso en
que n=1, o para el primer elemento con el
cual se comprueba.

También se pudo constatar que los
profesores orientan el paso automatizado
de hipdtesis a tesis mediante la siguiente
frase: “Para obtener la tesis solo hay que
sustituir en la igualdad, n por k+1”, pero
es una accién puramente mecanica vy
memoristica, que rompe con todo
fundamento ldgico del razonamiento.

Se constatd que no existen orientaciones
metodolégicas en el programa de la
asignatura Matematica duodécimo grado
para el tratamiento a la demostraciéon por
induccion completa, en este se remite al
libro: Metodologia de la ensefianza de la
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Matematica, Tomo I (Ballester, 2007, 3. Tratamiento de los elementos
p.328), donde se realiza una breve fundamentales del método de
exposicion general del método de demostracién por induccién matematica.
demostracion como una herramienta que

permite demostrar propiedades en el 4, Desarrollo de tareas asociadas al
dominio de los numeros naturales. En

dicho libro se describe a grandes rasgos el
método general pero no se profundiza en
el fundamento légico necesario para los
pasos inicio- hipotesis-tesis y
demostracion. Ademds, es necesario
analizar la aplicacion del método en el
contexto de las sucesiones.

Con el objetivo de erradicar Ilas
limitaciones metodoldgicas que tienen los
profesores en esta temadtica vy las
insuficiencias cognitivas de los estudiantes
se propone una metodologia con el fin de
desarrollar en los estudiantes un
pensamiento légico-matematico desde la
demostracion por inducciéon matematica.

Metodologia para el desarrollo del
pensamiento I6gico-matematico
desde la demostracién por induccién
completa

A partir del concepto de metodologia
propuesto por De Armas & Valle (2011), la
metodologia es entendida como una
secuencia de acciones y orientaciones que
indican el paso a paso a seguir por los
profesores para desarrollar el
pensamiento légico-matematico a partir
del trabajo con el método de demostracidon
por induccién matematica. A continuacién
se describen las acciones a desarrollar y
las orientaciones para cada una.

1. Identificar el tipo de modelo de
actividad a desarrollar.

2. Tratamiento de los

fundamentales
numeéricas.

conceptos
de sucesiones y series

método de demostracion y evaluacion de
las transformaciones logradas en el
estudiante.

De acuerdo con la metodologia planteada
se considera que, para que los estudiantes
tengan éxito en la utilizacion del método
de demostracion por induccion
matematica y los conceptos asociados, lo
primero que se debe conocer por parte del
profesor es como formular las
afirmaciones y preguntas, de forma que no
existan contradicciones con la teoria de las
sucesiones.

A continuacién se discuten cuatro modelos
para las actividades matematicas y se
argumenta el proceder metodoldgico para
cada caso:

1. Sea la suma 8+12+16+...+(4n+4) =S,
, h=>1

2. Sea 8+12+16+...+(4n+4) el término
general de la sucesion {Sn}, n=1

3. Sea la sucesion aritmética
{An}={8;12;16;...;(4n+4);...}; n>1 vy
{Sn} la sucesion de sumas parciales.

4, Sea la funcion a: N—-R tal
a(n)=4n+4 para todo
Sh=a(1)+a(2)+a(3)+... +(4n+4)

que
n=1 y

En las actividades anteriores la notacién
de sucesiones ha sido tomada segun
(Valdés & Sanchez, 2017). En el primero
de los casos no se hace referencia al
término «sucesion» por lo que
posteriormente no es recomendable incluir
en los incisos subordinados dicho término,
y si se hiciera, se debe aclarar a quién se
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hace referencia, a la sucesidon de
sumandos o0 la sucesion de sumas
parciales. En el segundo de los casos se
hace referencia a la sucesion de sumas
parciales, por lo que si se fuera a
preguntar por algin término de la sucesién
de sumandos habria que dejarlo explicito.

En el tercer caso se hace explicita la
sucesién aritmética y a la sucesién de
sumas parciales de dicha sucesion, aunque
no se plantea el término n-ésimo de {Sn}.
En este caso se visualiza mejor Ila
diferencia entre los términos de Ila
sucesion de sumandos y los términos de la
sucesion de sumas parciales. En el cuarto
caso se habla de la sucesién en el lenguaje
funcional como caso particular. En esta los
conceptos de términos de la sucesion
adquieren el nombre de valores
funcionales, suma de las imagenes de la
funcidon, o suma de valores funcionales.

En cualquiera de los casos, que se escoja
enunciar una actividad, es necesario ser
consecuente con la teoria de sucesiones ya
sea en el lenguaje de «término de» o
«valores de la funcién». Tal eleccién no
debe dar lugar a confusion si la referencia
es a la sucesion aritmética o a la sucesion
de sumas parciales. Ahora veamos como
plantear correctamente las preguntas para
cada ejemplo:

A. Se pide calcular un sumando dada la
posicion k
- En el ejemplo 1: "Diga el sumando de Sn

que se encuentra en la posicion k".

- En el ejemplo 2: "Diga el sumando del
término general de la sucesidon Sn que se
encuentra en la posicion k".

- En el ejemplo 3: “Diga el k término de la
sucesion {An}”, o “diga el término de la

sucesion {An} que se encuentra en la
posicion k”.

- En el ejemplo 4: "“Calcule a(k)”, o

“determine el valor de la funcién para
n=k".

Para este tipo de pregunta el estudiante
debe evaluar n=k (la posiciéon dada) en la
expresidbn que genera los sumandos, o
sea, en el término general de la sucesion
aritmética. Se debe prestar especial
atencion en el dominio de definicidon de
dicha sucesioén, si es para n=0, para n>1
que también puede escribirse como n>0,
0 para n=a. En cualquier caso hay que
tener presente lo siguiente:

- Si la sucesion se define para n=0
entonces hay un desfasaje entre Ia
posicién del término pedido y el valor
natural por el cual se sustituye n. Este
seria [(n-ésima posicién)-1]. (Tabla 1)

Tabla 1- Tabla de secuencia

123 .n
012 ].(n-1)

Posicién
Sustitucién (n)

En el aprendizaje de este caso, se
recomienda que el estudiante ensaye la
bisqueda de los primeros dos o tres
términos para que pueda visualizar la
diferencia entre la posicién y el valor que
sustituye.

- Sila sucesion se define para n>1, en este
caso coincide la posicién dada con el valor
natural por el cual hay que sustituir para
obtener el término pedido.

-Si la sucesidon se define para n2a,
entonces hay un desfasaje entre Ia
posicion del término y el valor natural por
el cual se sustituye n. En este caso habria
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que sustituir por [(n-ésima posicion)+(a-
1)]. En la tabla 2 se muestra la secuencia.

Tabla 2- Tabla de secuencia

Posicidn 12 3 ...n

Sustitucién (n) |a |a+1 |a+2 |...a+(n-1)

B. Si se quiere determinar la posicién dado
un elemento de la sucesion aritmética.

- En el ejemplo 1: ajes un sumando de Sn.
Determina su posicion.

- En el ejemplo 2: ajes un sumando del
término general de la sucesidn {Sn}.
Determina su posicion.

- En el ejemplo 3: ai es un término de la
sucesion {An}. Determina su posicién, o
¢Es ai es un término de la sucesion {An}?
Argumenta.

- En el ejemplo 4: Determina, si existe, el
valor natural para el cudl aj es imagen de
la funcién a.

En este tipo de pregunta al estudiante se
le propone un término de la sucesion
aritmética y se le pide que determine la
posicion. El procedimiento es que el
estudiante iguale el término general de la
sucesién al término del cual se quiere
determinar la posicién. Para esta situacion
el estudiante debe razonar del siguiente
modo “Si ai es un término de la sucesion
{An} entonces existe un nimero natural n
para el cual An=ai”, la cuestién seria
entonces buscar dicho n, el cual se obtiene
de resolver la ecuacién An=ai. En este caso
hay que tener presente el dominio de
definicion de la sucesion {An}, 0 sea, si es
para n=0, para n=1 o para n=a. Veamos
los tres casos:

- Si la sucesién {An} se define para n=0.
Entonces para determinar la posicién del
término ai hay que sumar 1 a la solucidén
de la ecuacidn, o sea, si la solucidén de la
ecuacion es n el térmmino dado se
encuentra en la posicién i=n+1.

Para que el estudiante comprenda este
tipo de razonamiento, es importante que
primero realice la determinacién de la
posicién de los primeros dos o tres
términos y compare la solucién de la
ecuacioén con la posicién de los términos.

- Si la sucesion {An} se define para n>1,
entonces la posicion pedida del término
dado a; coincide con la solucion de la
ecuacion Ap=a;, en este caso i=n.

- Si la sucesién {An} se define para n2a,
entonces para determinar la posicién de a;
hay que restar el desfasaje a la solucién
de la ecuacién An=ai, o0 sea, si n es la
solucién entonces i=n-(a-1), en Ia
siguiente tabla se ilustra el procedimiento
para la sucesidén {6n} cuando n=3.

Tabla 3- Tabla de secuencia

Término ai (18 |24 |30 ...6a
Solucién de

An=a_i n=3 |n=4 |n=5 |..n=a
Posicion Pi p1 =1 p2=2 p3=3 (aFT;)I:n_

C. Demostrar por el método de induccién

matematica que la suma planteada se
puede calcular por cierta formula Sh.

- En el ejemplo 1: Demuestra aplicando el
principio de induccién matematica que
Sh=2n(n+3) para n=1.

- En el ejemplo 2: Demuestra aplicando el
principio de induccién matematica que el
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término general de {Sn} es Sn=2n(n+3)
para n=1.

- En el ejemplo 3: “Demuestra aplicando
el principio de induccién matematica que
la suma de los primeros n términos de la
sucesion aritmética {An} es Sn=2n(n+3)
para n=1"”, o “demuestra aplicando el
principio de induccién matematica que la
sucesidon de sumas parciales {Sn} tiene
por término general Sh=2n(n+3)".

- En el ejemplo 4: Demuestra aplicando el
principio de induccién matematica que la
suma de los primeros n valores
funcionales se calcula por la expresidon
Sn=2n(n+3).

Analicemos ahora el proceder para
desarrollar el método de demostraciéon por
induccion matematica. Una variante muy
facil para que el estudiante visualice las
relaciones de la propiedad que se desea
demostrar, es escribila como una
igualdad entre la expresion que contiene
la suma de los términos de la sucesion
aritmética y la expresidon que genera las
sumas parciales. Por ejemplo:

I) 8412+416+...+(4n+4)=2n(n+3)
n>1 o también pudiera escribirse:

para

II) 2ni=1)(4i+4) =2n(n+3)

Comencemos la demostracion con el inicio
de induccién para n=1. En este caso es
necesario observar que lo importante es
comprobar que la expresién del miembro
derecho de la igualdad produce la suma de
los primeros n términos de la sucesion
aritmética {4n+4} y que solamente
coinciden en el primer término. Luego
deberia ser:

MI (miembro izquierdo): Si1=8 y MD
(miembro derecho): 2:1(1+43)=8. Luego la
propiedad es valida para n=1.

Aunque no es imprescindible, si es
importante que el estudiante sepa
comprobar que la propiedad es valida para
otros valores n=2;3.... Esto propicia que el
estudiante conozca el significado de la
expresion que estd demostrando. Es
conveniente no solo conformarse con la
veracidad de la proposicion para un valor
inicial, sino que se realice una breve
exploraciéon sobre la veracidad de Ia
proposicion para otros valores mayores
qgue. Esto quizas pudiera advertirnos de un
mal razonamiento antes de continuar.
Ademads, la veracidad de algunos casos
sugiere el planteamiento de una hipotesis.

Por ejemplo, comprobemos que Ia
igualdad también es valida para n=2 vy
n=3 y respectivamente.

MI: S;=8+12=20 MD: 2:-2(2+43)=4-5=20.
Luego se cumple.
MI: S3=8+12+16=36 MD:
2:3(3+43)=6-6=36. Luego se cumple.

De esta forma se prepara légicamente al
estudiante para que sienta la necesidad de
formular una hipdtesis o sea una
conjetura, aun no demostrada. De la
veracidad de casos particulares se induce
la veracidad de la proposicién para un
n=k, se supone que la suma de los
primeros k términos de <{4n+4} o
sumandos del miembro izquierdo de la
igualdad es verdadera.

Hipotesis de induccién: La proposicion
es verdadera para n=k. En este caso el
estudiante debe comprender que esto
significa que la suma de los primeros k
sumandos se puede calcular por Ia
expresién propuesta para Sn. Por ejemplo:

a) 8+12+16+... +(4k+4) =2k(k+3)

b) Sk=8+12+16+... +(4k+4)
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) Sk=2k(k+3)
d) XKi=1)(4i+4) =2k(k+3)

Todas estas expresiones tienen el mismo
significado. La mas utilizada en Ia
enseflanza media cubana es la del inciso
a), esta se obtiene de una combinacidn
inmediata de los incisos b) y c). Ahora el
razonamiento seria el siguiente “si para
n=k la proposicién es verdadera, entonces
para n=k+1 también es verdadera”.

Tesis de induccion: La proposicion
también es verdadera para n=k+1. Es
necesario hacer énfasis en el significado de
este paso y relacionarlo de manera légica
con el anterior.

Uno de los errores ldgicos que comete el
estudiante es sustituir de forma mecanica
la posicion k por k+1 en el inciso a)
anterior, quedando de Ila siguiente
manera:

8+12+16+... +(4k+8)=2(k+1)(k+4). No
es esta mal hacerlo, la dificultad esta en
hacerlo y no tener conciencia de que ahora
el Ultimo sumando que se muestra en el
miembro izquierdo tiene posiciéon k+1. En
este sentido es importante reconocer que
el sumando anterior es precisamente
(4k+4). Pero lo que sucede muchas veces
€es que no se conoce, o el profesor quiere
evitar el esfuerzo de la explicacién y lo que
orienta es un procedimiento automatico de
sustitucion. Entonces écomo hacerlo?

Si ya en la hipdtesis se ha planteado la
suma hasta el k sumando, simplemente
hay que agregar a dicha suma el siguiente
sumando, <«manteniendo el sumando
anterior». Quedando de una de las
siguientes formas:

a)
8+12+16+... +(4k+4) +(4k+8) =2(k+1)(k
+4)

b) Sk+1)=8+12+16+... +(4k+4)+(4k+8)
c) Sk+(4k+8) =2(k+1)(k+4)
d) Sk+1)=Sk+(4k+8)

e) S+1)=2(k+1)(k+4)

f) 2Ki=1)(4i+4)+(4k+8) =2(k+1)(k+4)
g) Ski=1)(4i+4)=2(k+1)(k+4)

Aunque todas son validas y equivalentes
se considera que de estas formas de
escribir la tesis el inciso a) es mas
sugerente para visualizar una ldgica de
demostracion directa, o sea, a partir de la
hipotesis obtener la tesis. En efecto, como
se ha supuesto la hipdtesis verdadera
entonces comencemos por esta:

8+12+16+... +(4k+4)=2k(k+3). Lo que
se desea es obtener la tesis, debemos
guiar al estudiante a un proceso visual y
l6gico de comparacién entre los miembros
izquierdos de la hipétesis y la tesis.

Hipdtesis:

8+12+16+... +(4k+4) =2k(k+3)

Tesis:
8+12+16+... +(4k+4) +H 4k+8) =2(k+1)(k
+4)

De esta forma el estudiante podra tener
apoyo visual para su razonamiento, solo
tendria que preguntarse équé le falta al
miembro izquierdo de la hipdtesis para
obtener el miembro izquierdo de la tesis?,
se puede observar facilmente que es el
sumando (4k+8), luego basta agregar
este a ambos miembros de la hipotesis y
comprobar, a partir de operaciones, que se
puede obtener el miembro derecho de la
tesis. Se debe resaltar que al final de la
demostracion se ha obtenido la igualdad
de los dos miembros de la tesis, que es lo
gue se queria demostrar.
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D. Preguntas asociadas a la sucesion de
sumas parciales.

- En el ejemplo 1: “Calcula S100” 0 “Calcula
8+12+16+...+404"

- En el ejemplo 2: “Calcula el término 100
de {Sn}”, “Calcula 8+12+16+...4+404", o
“Calcula S100”

- En el ejemplo 3: “Calcula la suma de los
primeros 100 términos de {An}”, “Calcula
el término 100 de {Sn» }”, “Calcula
8+12+16+...+404”, o “Calcula S100”

- En el ejemplo 4: “Calcula la suma de los
primeros 100 valores de la funcién”,
“Calcula S100” o} “Calcula
a(l)+a(2)+a(3)+...+a(100).

En todos los casos anteriores se debe
resaltar la equivalencia de las preguntas
en dependencia del modelo de actividad
dada en los cuatro ejemplos. También se
pueden incorporar algunas preguntas
sencillas de demostraciéon utilizando el
término término general de la sucesion
{Sn}, por ejemplo:

a) Demuestre que la suma hasta un
multiplo de 3 siempre es divisible por 18.

b) Demuestra que la suma de una cantidad
par de sumandos siempre es divisible por
4.

En efecto, para el inciso a) cualquier suma
hasta un multiplo de tres se obtiene para

n=3k de donde se obtiene que
S3k=2-3k(3k+3)=18k(k+1) la cual es
divisible por 18. En el inciso b)
Sok=2:2k(2k+3)=4k(k+1) la cual es
divisible por 4.

Para construir actividades de las

analizadas en esta investigacién basta
escoger una formula general cualquiera

del tipo {an+b}, (n=1) la cual representa
una sucesion aritmética, luego obtenemos
los primero tres términos y los sumamos
hasta obtener una expresiéon del tipo
a_l+a_2+a_3+...(an+b). Después

fnln=-11
expresidbn Sh=nai+ t
d(n=1) para obtener la expresion
particular del término general de la
sucesion {S_n } quedando de la siguiente
manera:

utilizamos la

ai+azx+asz+...(an+b)=Sn (n=1)

Si se quiere definir para basta adicionar a
ambos miembros de la igualdad anterior,
0 sea:

[b+a) 1+az+az+...(an+b)=Sn+b,(n=0)

También pudiera extenderse al dominio de
los  numeros enteros negativos  si
multiplicamos por -1 ambos miembros de
cualquiera de las dos igualdades
anteriores:

-ai-az-asz-...-(an+b)=-Sn (n=1).

Una de Ilas manifestaciones de Ia
efectividad de la metodologia se aprecia
en los resultados alcanzado por los
estudiantes de duodécimo grado de la
provincia de Pinar del Rio en la pregunta
(P2) referida a la demostracion por
induccién matematica del examen final
(EF). Como se aprecia en la tabla 4, el
94,8% de los estudiantes aprobados
alcanzaron mas de 12 puntos de los 20
posibles y el 86,2% de los aprobados
alcanzaron el maximo de puntos en la
pregunta.
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Tabla 4 - Resumen de los resultados del

examen final de Matematica duodécimo
grado.

12mo (EF) P2 P2 (20
(EF) puntos)
Matricula | 2688 | 2686 2686
Aprobados | 2686 | 2546 2314
Porciento | 99,9% (94,8% 86,2%

Fuente: Informe de resultados del examen
final de la Direccion Provincial de
Educaciéon, Pinar del Rio. Curso 2018-
2019,

DISCUSION

Los resultados anteriores muestran que
durante el proceso de conceptualizacion,
es necesaria una coherencia entre el
significado, la formalizacién y la forma en
gue le son presentado a los estudiantes los
contenidos referidos a las sucesiones y
series numéricas, lo cual es fundamentado
por Distéfano (2019) quien considera que
«el significado estd determinado por la
identificacion, la sintaxis y la semantica»
(p.149). Dichos elementos son esenciales
para el desarrollo del pensamiento logico-
matematico, en tanto la formalizacién
depende de una correcta definicién y las
diferencias esenciales que emergen segun
el nivel de abstraccién al visualizar una
sucesiéon de sumas parciales como caso
particular de sucesion.

Dichos aspectos son abordados en la
metodologia planteada a partir de que se
le sugiere al profesor, que contextualice el
método de demostracidn por induccion
matematica para el caso de las sucesiones
numéricas. En este sentido el estudiante
debe organizar su pensamiento ldgico-

matematico a partir del modelo de
actividad matematica a la que se enfrenta.
Estos modelos dependen de la forma en
que se enuncia la actividad y de Ia
formalizaciéon en que se presentan los
conceptos de sucesiones y series; sea
como suma, como término general de una
suma o en el lenguaje funcional debido a
gue una sucesion es una funcién de N—R.

Se coincide con D"Amore (2015) en tanto
que para lograr un desarrollo del
pensamiento légico matematico de los
estudiantes «es necesario relacionar
estrechamente los procesos semio-
cognitivos (funciones de tratamiento vy
conversion)» (p.183). Dichos aspectos
estan relacionados con la habilidad:
demostrar por induccion matematica,
aspecto que constituye una dificultad
debido a que los estudiantes no logran
armonizar los conceptos de sucesiones y
series por la formalizacidn en que se les
presentan los contenidos.

Los resultados evidencian que existen
limtaciones en la identificacion de
términos de la sucesion de sumandos y de
la  sucesion de sumas parciales,
confundiendo estos conceptos. Dicha
incoherencia se debe a forma en que se
formula la pregunta, debido a que no se es
consecuente la teoria de sucesiones y su
lenguaje formal. Esta situacion influye en
que el estudiante establezca una hipdtesis
sin haber fundamentado sus ideas en un
razonamiento inductivo, es decir, dicho
proceder metodoldogico conlleva a que el
estudiante formule una hipétesis mecanica
y sin fundamento légico.

Es necesario que antes de la utilizacién del
método de demostracion, a los estudiantes
se les planteen actividades relacionadas
con la manipulacién de conceptos previos
que sustentaran todo el razonamiento de
la demostracion que se realizara
posteriormente. Dicha manipulacién
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previa tiene gran relaciéon con las formas
en que se evitan los obstaculos cognitivos,
que segun D’Amore (2015) estan
relacionados con las caracteristicas
especificas del Unico instrumento posible
de su denotacion: los sistemas semidticos
(formalizacion matematica) y afirma que
en la actualidad éste es uno de los temas
de mayor difusion en el mundo, en el
ambito investigativo.

Otro de los hallazgos importantes es la alta
probabilidad de errores que comete un
estudiante al intentar ejecutar de forma
mecanica los procedimientos de
demostracion por induccién. Para resolver
esta problemdtica el profesor debe
desarrollar en el  estudiante un
pensamiento inductivo, es decir, educar al
estudiante a la verificacion de cierta
propiedad para casos particulares, de
estos infiere una hipotesis y tesis que
luego se demuestra.

Como elemento novedoso para el manejo
del método se sugiere que en el inicio de
induccion se destaque que para n=a (valor
inicial) los conceptos asociados a sucesion
de sumandos y sucesidbn de sumas
parciales coinciden, por lo tanto es de
suma importancia que se hagan mas
comprobaciones de veracidad para notar
la diferencia entre dichos conceptos.
Ademds este proceder potencia el
razonamiento  por induccién (de la
veracidad de casos particulares se induce
una regla general). Dicho aspecto
fortalece la racionalizacién de la actividad
practica de los estudiantes durante el
razonamiento inductivo.

Segun lo anterior, es necesario que los
estudiantes planteen Ila tesis teniendo
presente la suma hasta el término n=k
(para visualizar que en la hipotesis se
considerd una proposicion como valida
hasta n=k) y posteriormente adicione el
sumando que estd en la posicién n=k+1.

De lo contrario estd realizando un
procedimiento mecanico de sustituir n por
k+1 sin tener presente el significado, en
este caso el estudiante realiza un
procedimiento que esta bien, pero carece
de significado légico en su razonamiento.

Otro aspecto importante es que la légica
del razonamiento que conduce a plantear
la hipotesis yace en la posibilidad de hacer
k comprobaciones de veracidad, lo que
conlleva a suponer que la proposiciéon es
valida para n=k y de ser valida para n=k
entonces sera valida para n=k+1 que seria
la tesis a demostrar. Esto es esencial para
que se produzca un desarrollo
cualitativamente superior del pensamiento
l6gico-matematico, en tanto es
significativa la légica del razonamiento
seguido.

Los resultados que se obtuvieron con la

implementacién de la metodologia
propuesta muestran avances
significativamente superiores a cursos

anteriores. Los estudiantes evidenciaron,
en sus respuestas, una coherencia en la
base conceptual de las sucesiones y series
numéricas asi como un logico desarrollo
procedimental en la demostracion por el
método de induccion matematica. Las
deficiencias detectadas fueron minimas vy
se localizaron en conocimientos referidos
al trabajo algebraico.

Es una realidad que existen limitaciones
tedricas y practicas en la utilizaciéon del
método de demostracién por induccidn
matematica, estas se manifiestan en los
bajos niveles de aprendizaje de los
estudiantes en este tema. En primer lugar,
dichas limitaciones tienen su origen en los
fundamentos que subyacen a los
contenidos en los cuales se implementa el
método, digase los conceptos de:
sucesion, término de una sucesion y lugar
que ocupa, suma parcial y sucesion de
sumas parciales, conceptos que se
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estudian con profundidad en el Analisis
Matematico.

La habilidad demostrar y en particular
demostrar por el método de induccion
matematica es uno de los mecanismos por
el cual se desarrolla el pensamiento ldgico-
matematico ya que la demostracién es un
proceso caracteristico del mismo. Es en el
duodécimo grado de le escuela cubana
donde se inicializa al estudiante en este
tipo de actividad, precisamente para
equiparlo de una importante herramienta
matematica y a la vez contribuir al
desarrollo de su pensamiento l6gico.

La forma en que los profesores presentan
dichos contenidos es esencial para lograr
en los estudiantes un desarrollo intelectual
eficaz y productivo. Por tanto es
importante  saber como razona el
estudiante durante la utilizacién del
método para disefar acciones
metodoldgicas efectivas, estas deben
estar sustentadas en el principio de
induccion matematica, en la correcta
formalizacion de la teoria de sucesiones y

series numéricas, asi como, en
argumentos légicos que permitan un
razonamiento deductivo-hipotético

durante el proceso de demostracion.

El desarrollo del pensamiento ldgico-
matematico se  manifiesta en la
visualizacién estructurada y generalizada
de los procedimientos que intervienen en
una determinada actividad; en el nivel de
abstracciéon de los estudiantes para la
identificacion de conceptos subordinados y
colaterales, en la capacidad para
fundamentar el razonamiento inductivo-
hipotético y en la posibilidad utilizar el
método de demostracién en diferentes
contextos y problemas.
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