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RESUMEN

En este trabajo, se abordan dos variantes metodol6-
gicas para el tratamiento de teoremas matematicos:
la via deductiva y la via reductiva. Se ejemplificara
el uso de ambas variantes, aplicadas a teoremas
que se abordan en asignaturas de Matematica en
carreras técnicas. Primeramente, se presenta el
marco teorico referencial del trabajo; luego son pre-
sentadas algunas ventajas del tratamiento de los
teoremas en el proceso de ensefanza-aprendizaje
de la Matematica. A continuacién, son presentados
algunos ejemplos ilustrativos del tratamiento de teo-
remas mediante la via reductiva y la deductiva.
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ABSTRACT

In this article, two methodological variants for the
treatment of mathematical theorems are addressed:
the deductive and the reductive ones. Some variants
of theorems applied to subjects addressed in mathe-
matics technical careers are also exemplified. Firstly,
the theoretical / referential framework of the paper
is presented. Secondly, some advantages of using
the theorems in the teaching-learning process of
Mathematics are given. Afterwards, some illustrati-
ve examples regarding the treatment of theorems by
means of the reductive and deductive ways.
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INTRODUCCION

Ensefar a pensar es una tarea que deben cumplir las
instituciones docentes de los diferentes niveles educa-
cionales como parte de su contribuciéon a la formacion
multilateral de las nuevas generaciones. La inclusion de
asignaturas de Matematica en todos los niveles educacio-
nales persigue el proposito de cumplir dicha tarea y tiene
como basamento las potencialidades de la Matemética
para contribuir al desarrollo del pensamiento logico, ele-
mento de vital importancia para la resolucién de proble-
mas en la vida escolar, la social y la laboral; especialmen-
te en el caso de profesionales de ingenierias.

En correspondencia con lo expresado en el parrafo an-
terior, el desarrollo del pensamiento l6gico constituye
una prioridad en la direccién del proceso de ensefianza-
aprendizaje de la Matematica, proceso en el que debe
cobrar importancia la instruccion heuristica. En este tra-
bajo, se abordara especificamente la obtencion y la de-
mostracion de teoremas, lo cual demanda de la instruc-
cion heuristica antes mencionada.

Las proposiciones y los teoremas, como un tipo especial
de proposiciones, constituyen parte del contenido mate-
matico del que deben apropiarse lo(a)s estudiantes en
todos los niveles educacionales. En la ensefianza de la
Matematica, el tratamiento de teoremas matematicos y
demostraciones constituye una de las situaciones tipicas
de la ensefianza de la Matemadtica. Estas fueron definidas
como “la clase (clase de abstraccion) de todas aquellas
situaciones reales en la ensefianza de una o de varias
asignaturas, que poseen semejanza con respecto a de-
terminados pardmetros esenciales, especialmente, con
respecto a la estructura de los objetivos y la estructura
objetivo-materia; por eso, estas situaciones permiten un
proceder semejante en la aplicacion de una determinada
estrategia de conduccion y de los procedimientos meto-
doldgicos organizativos” (Zilmer, 1981, p.155)

Desafortunadamente, en las asignaturas de Matematica,
es usual que los teoremas sean solo presentados e in-
suficiente y/o deficientemente asimilados, sin una cabal
comprension de su papel en la estructuracion de los con-
tenidos; sin embargo, su correcto tratamiento se justifica
por la contribucién de ello a una adecuada fijacion de los
conceptos por ellos relacionados, la deduccion de pro-
cedimientos algoritmicos asociados a los conceptos que
relacionan, la demostracion o la fundamentacion de otras
proposiciones y el entrenamiento de lo(a)s en la realiza-
cién de operaciones bésicas del pensamiento l6gico, todo
lo cual propicia la comprension de la estructura logica de
la ciencia Matematica, la asimilacion de los métodos de
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trabajo de esta y el rol activo de lo(a)s estudiantes en la
construccion de sus respectivos aprendizajes.

Ballester, et al. (1992); Reyes (2004); y Harriette & Moya
(2015); Alfaro-Carvajal, Flores & Valverde (2020); entre
otras bibliografias consultadas, permiten identificar ven-
tajas del trabajo con los teoremas (especialmente, sus
demostraciones), algunas de las cuales son:

+ La formacion intelectual a través del desarrollo del
pensamiento creativo y con fantasia, el pensamiento
divergente, el especulativo, el I6gico-deductivo y el
heuristico;

» El desarrollo de aptitudes para la abstraccion, la con-
crecion, el andlisis, la sintesis, la comparacion, la cla-
sificacion, la particularizacion y la generalizacion.

Las observaciones de clases de Mateméatica en la Carrera
de Ingenieria en Ciencias Informaticas han permitido
identificar carencias, insuficiencias y deficiencias en el
trabajo con los teoremas, lo cual evidencia que no se es
consecuente con los reconocidos procesos parciales del
tratamiento de teoremas y demostraciones. La consulta
de los documentos de trabajo docente metodolégico co-
rrespondientes a la disciplina de Matematica en la carrera
evidencié ausencia de orientaciones a lo(a)s profesores
en torno al tratamiento de teoremas vy si la inclusion de
un gran numero de estos como parte del contenido de la
disciplina. La busqueda, deteccion y el analisis critico de
bibliografias referidas al tratamiento de teoremas arrojo
escasez de las que abordan el tratamiento metodolégico
de los teoremas de la Matematica superior. Todo lo an-
tes referido y las potencialidades educativas del correcto
tratamiento de los teoremas constituyen fundamentos de
la pertinencia de este trabajo, con el que persiguen los
objetivos:

* Precisar algunos conceptos de la Ldgica (sin la pre-
tension de hacer un tratamiento exhaustivo de estas
cuestiones), los cuales constituyen una base para el
tratamiento de los teoremas en la ensefanza de la
Matematica.

» Ejemplificar el uso de la via reductiva y la deductiva de
obtencion y demostracion de teoremas matematicos
que se estudian en carreras técnicas.

DESARROLLO

La estructura l6gica de cada teoria matematica esta com-
puesta por conceptos, proposiciones y procedimientos.

Los teoremas constituyen un caso especial de proposicio-
nes. Algunas definiciones del concepto de teorema son:
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« “Proposicion demostrable a partir de otra(s) y cuyo
enunciado consta de un supuesto o hipotesis y una
conclusion o tesis” (Sanchez, 1982).

*  “Un teorema es una proposicion cuya verdad se ha
demostrado’”’ (Johnsonbaugh, 2005, p.36)

* “Proposicion que requiere de demostracion’ Soto
(2011, p.144)

«  “Una proposicion verdadera demostrable Idgicamen-
te partiendo de axiomas o de otros teoremas ya de-
mostrados, mediante reglas de inferencia aceptadas”.
(Fundacién Wikimedia, 2013)

« “Cconsiste en una proposicion que puede ser demos-
trada de manera Idgica a partir de un axioma o de otros
teoremas que fueron demostrados con anticipacion’.

El analisis y la comparacion de estas definiciones permi-
ten identificar la coincidencia en considerar que el teore-
ma: es una proposicion, es verdadera y su veracidad se
acepta mediante una demostracion.

Qué entender por demostrar:

« “Evidenciar algo mediante argumentacion” (Editorial
Grijalbo, 2008, p.184).

« ‘el procedimiento legitimo para determinar el valor de
verdad de una proposicion”. (Ballester, et al., 1992).

« En Alfaro, et al. (2020), se expresa: “en un sentido
amplio, la demostracion consiste en una prueba de
algo, partiendo de verdades universales y evidentes,
es un razonamiento convincente con el que se co-
rrobora la veracidad de una proposicion (Alvar, 1998;
Comte-Sponville, 2005; Diccionario ilustrado Océano
de la lengua espafiola, 1994; Real Academia Espanola,
2006). En una linea mas especifica, Marti (2003) indica
que la demostracion es un razonamiento mediante el
que se afirma la verdad de una proposicion, aplicando
las reglas de la Idgica’ (p.5)

En la literatura consultada, se evidencia falta de unicidad
de criterios en torno a la clasificacion de las demostracio-
nes matematicas. En este trabajo, se adopta la clasifica-
cion en directas o indirectas, que responde a la estruc-
turacion de las demostraciones. Para ejemplificar estos
tipos de demostraciones, se trabajaréa solamente con pro-
posiciones implicativas; es decir, de la forma: Si...enton-
ces..., ya que, en general, los teoremas estan (o admiten
ser) enunciados en forma implicativa.

Una demostracion de un teorema se denomina directa si,
partiendo de las premisas o hipdtesis, se arriba a la vera-
cidad de la tesis después de realizar una cantidad finita
de pasos basados en reglas de inferencia légicas (de-
ductivas); en caso contrario la demostracion se denomi-
na indirecta. Cuando se pretende demostrar un teorema,
debe meditarse en torno a si realizar una demostracion
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directa o si una indirecta, para lo cual no es posible ofre-
cer pautas generales; no obstante, algunas situaciones
sugerentes de una demostracion indirecta mediante la
reduccion a un absurdo son:

* Necesidad de demostrar el reciproco de un teorema.

* Necesidad de demostrar un teorema cuyo enunciado
sea una proposicion existencial negada, o sea, una
expresion del tipo: “No existe x tal que...”.

» Necesidad de demostrar un teorema de existencia, de
unicidad o de existencia y unicidad; por ejemplo: "La
inversa de una matriz cuadrada no singular existe y es
unica”.

Se consideran casos en l0s que es pertinente la demos-

tracion directa:

* La demostracion mediante la construccion de ejem-
plos o de contragjemplos.

Ejemplo: Existen funciones integrables no continuas. En

este caso, basta encontrar un ejemplo de una funcion

que, aunque discontinua, sea integrable.

+ La demostracion mediante la diferenciacién de casos

Ejemplo: Las funciones elementales basicas son continuas
en sus respectivos dominios. En este caso, se procede a
demostrar la continuidad (en sus respectivos dominios)
de las funciones: polindmicas, racionales fraccionarias,
trigonométricas directas, trigonométricas inversas, expo-
nenciales, logaritmicas, hiperbdlicas y potenciales.

La via deductiva y la via reductiva en el tratamiento meto-
doldgico de los teoremas matematicos

Por su relevancia para el desarrollo de este trabajo, se
considera pertinente reafirmar tres caracteristicas distinti-
vas de todo teorema:

* es una proposicion;
* esverdadera;

* Su veracidad se acepta solo mediante una

demostracion.
En correspondencia con tales caracteristicas, la elabora-

cion y la demostracion de teoremas permiten consideran
tres procesos parciales:

1. Busqueda del teorema: se realizan acciones enca-
minadas a encontrar el enunciado del teorema.

2. Busqueda de una demostracion: se reflexiona en
torno a los medios, métodos, principios, reglas y
estrategias heuristicos que pudieran ser Utiles para
“asegurar” la veracidad de la proposicion. También se
propone un plan para la demostracion.
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3. Representacion de la demostracion: se ponen en
practica los recursos mencionados en 2. Se destacan
las reglas de inferencia y fundamentaciones necesa-
rias con el fin de lograr una exposicion comprensible.

Teniendo como base la cantidad de horas previstas en
los programas de las asignaturas, el nivel de jerarquia de
un teorema dentro de un sistema tedrico, los intereses de
lo(a)s estudiantes, sus motivos, sus conocimientos pre-
vios, asi como la complejidad de los contenidos, puede
seguirse una u otra de entre las siguientes variantes de
elaboraciéon y demostracion de teoremas: la via reductiva
y la via deductiva. Estas dos denominaciones se corres-
ponden con la clasificacion de los métodos de ensefian-
za-aprendizaje segun la via logica de obtencion de un
nuevo conocimiento.

¢Y qué diferencia la via deductiva de la reductiva?

En la via deductiva, en la busqueda del teorema, se hace
uso de reglas de inferencia légicas, de manera que, cuan-
do se obtiene el enunciado del teorema, al mismo tiempo
su valor de verdad esta asegurado. En esta via, los proce-
sos parciales: busqueda del teorema y busqueda de una
demostracion se superponen; es decir, ocurren simulta-
neamente. Por el contrario, en la via reductiva, al enuncia-
do del teorema se arriba por medio de consideraciones
de analogia, generalizaciones, mediciones, formacion de
reciprocos, etc., lo que trae como consecuencia obtener
un enunciado cuyo valor de verdad no esta asegurado, y
sera necesaria una demostracion. Una vez demostrada la
veracidad de la proposicion es que esta adquiere carac-
ter de teorema.

A continuacion, se presentan algunos ejemplos del uso
de estas vias:

Ejemplo | (via reductiva)

En el Célculo Diferencial, se cuenta con el siguiente teore-
ma, referido a funciones reales de una variable real:

. . , X,
Teorema: Si f es una funcion derivable en un punto ~°

. X
entonces f es continua en .
Suponiendo que se decide abordar el teorema mediante
la viareductiva, podria procederse de lamanera siguiente:
Busqueda del teorema:

En el momento en que se va a estudiar este teorema, se in-
cita a los estudiantes a reflexionar respecto a qué concep-
tos que expresen alguna propiedad de las funciones han
sido estudiados en el Calculo y si han logrado identificar
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relaciones entre estos conceptos. Con tal propdsito, el
profesor podria formular las siguientes preguntas:

1. /A qué rama de la Matematica pertenecen los con-
tenidos que estan siendo estudiados en la asignatura?
2. ;,Cual concepto ha constituido objeto de profundi-
zacion en esta asignatura? ¢ Qué otros conceptos aso-
ciados a este han sido estudiados? ;Puedes estable-
cer relaciones entre estos conceptos asociados?

Respuesta esperada en el caso de la pregunta 1: El
Célculo Infinitesimal.

Respuesta esperada en el caso de la pregunta 2: El con-
cepto de funcion.

Han sido estudiados los conceptos de limite, el de con-
tinuidad y el de derivada de una funcién en un punto. La
continuidad de una funcién en un punto supone la exis-
tencia del limite de la funcién en dicho punto.

Ahora, el profesor podria formular a los estudiantes la pre-
gunta ¢Existira una relacion entre el concepto de deriva-
da y los dos anteriores?

El profesor pudiera proponer analizar la continuidad vy
la derivabilidad de algunas funciones en determinado
punto.

Ejemplos:

Analizar la continuidad y la derivabilidad x5 = 0:

3.
DA ={1Z0 DA =x-xtesens
x o xSZd 2x ;5 x=20
)10 = =2 V=100 @y

;Cudles funciones resultaron derivables en xg=10 ?
¢Cudles resultaron continuas en dicho punto? ;Alguna
de las funciones resultd ser continua y no derivable en

xp =107 ;Alguna de las funciones resulto ser derivable y
discontinua en x5 = 0 ? s Alguna de las funciones resultd

ser continua y a la vez derivable en x5 =10 7 sAlguna
de las funciones resulté ser discontinua y no derivable en

.'X-'D:ﬂ?

Al discutir las respuestas a estas preguntas, se les hace
ver a lo(a)s estudiantes que en todos los casos en que la
funcion resulté ser derivable (casos a) y b)) también era
continua, que en aquellos en los que la funcién resultd
discontinua no era derivable (casos como el ¢)), y que en
algunos casos incluso siendo continua no era derivable
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(casos como el d)). A partir de ello se les pregunta a qué
conclusiones arriban a partir de estos ejemplos. Se en-
cuentra asi, mediante la via reductiva, la suposicion; es
decir, el enunciado del teorema.

El profesor alerta a lo(a)s estudiantes de que estos casos
analizados no pueden ser considerados suficientes para
poder concluir que toda funcién derivable en un punto es
continua en dicho punto, porgue no han sido considera-
dos todos los casos posibles, por 10 que se impone una
demostracion.

Busqueda de una demostracion:

¢ Coémo se pudiera encontrar una demostracion para este
supuesto?

Es este un buen momento para hacer uso de algunas
reglas heuristicas; por ejemplo, la que recomienda sus-
tituir conceptos por sus correspondientes definiciones,
también es recomendable usar las estrategias de trabajo
hacia adelante y hacia atras, respectivamente.

¢ Qué se quiere demostrar?

Respuesta esperada: se desea demostrar que si la fun-

cion es derivable en un punto x5 = 0,también es continua
en dicho punto.

¢ Cuales son las premisas o hipotesis?

Respuesta esperada: se asume como verdadero que la
funcion es derivable en xy = (0.

¢ Cual es la tesis?

Respuesta esperada: la funcion es continuaen xy = 0.
Hagamos uso de la estrategia de trabajo hacia adelante:

¢ Qué significa que la funcion sea derivable en el punto
dado?

Respuesta esperada: significa que existe
Fla)—flag) ]
;::l—uc;. x—Xp f (xc'} (5)

Hagamos uso de la estrategia de trabajo hacia atras:

¢ Qué significa que sea continua en tal punto?

Respuesta esperada: significa que lim Flx) = flxp).(6)
X=X

Sustituyamos conceptos por sus respectivas definiciones:

Que la funcion sea derivable en x iy significa que existe

B = 1) ()

X —Xp

el limite lim Que la funcién sea
X—rxp
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continua en XgXg significa que lim flx) = f(xo) (8)
o

¢Se observa alguna relacion entre estos limites?

En el primero estéa involucrada la diferenciaf(x) — f{xg)
(9), la cual puede lograrse en el segundo rescribiéndolo

en la forma lim [f(ﬂ F(xg)] =0 (10) Solo queda lo-
grar el denomlnadorx X ¢CoOmo lograrlo?

Debido a que en el paso al limite se asume que X # X

[f':_.'-ti_:' _f':xD:' (x

X—Xg

(11), puede escribirse J}EED —x5)]=0(12),

por ser los polinomios funciones continuas, resulta que:
J 0 = flx) [0 = fx)

lim [——————({x—x;)| = lim
X—=Xg X —Xg ) K—=Xg X —Xg

(13)

Ahora, volvamos a trabajar hacia adelante para encontrar
la demostracion de la proposicion:

Aim (e —xp) = f'(x).0=10

Representacion de la demostracion (demostracion directa)

Sea que f es derivable en x,; entonces existe

(=) |
Fiixg) = %}( 4). Ahora, puede escribirse
p ] e
N I

f (xo) gl_{iln(x xg)= f'{xg).0=0
lim (f(x) —f(xg)) =0
x—xg

lim Flx) = f(xg) lo que significa que la funcion es con-
a1

(15)

, de donde se obtiene

tinua en el punto especificado.

Ejemplo Il (via deductiva)

En Algebra Lineal, al estudiar las aplicaciones (funciones)
lineales entre espacios vectoriales, se estudia la clasifica-
cion de dichas aplicaciones en inyectivas o no inyectivas.
Se propone a continuacion un ejemplo de deduccion de
un teorema que expresa una condicién suficiente de in-
yectividad en caso que la funcion sea lineal (en sentido
de homomorfismo de espacios vectoriales):

Motivacion de la busqueda de un teorema:

El profesor podria comenzar asi:

En este momento, hemos retomado en la asignatura el
estudio de las funciones o aplicaciones. ¢En qué clase
de aplicaciones o funciones hemos centrado nuestra
atencion?
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Respuesta esperada: Las aplicaciones lineales entre es-
pacios vectoriales.

Pregunta a modo de reactivacion del concepto: ;Qué se
definié como "aplicacion lineal entre espacios vectoriales™

Reflexion del profesor (los estudiantes la escuchan):

1. Toda aplicacion lineal es, primero que todo, una apli-
cacion o funcion, por lo que es valido el anélisis en torno
a la inyectividad.

2. ¢Podré aprovecharse el caracter lineal de la aplicacion
en el andlisis de la inyectividad? ¢Se facilitara el andlisis
de la inyectividad?

Busqueda de la deduccion:

Pregunta formulada por el profesor. ;Qué es lo que se
conoce de la aplicacion?

Respuesta esperada: Se sabe que es lineal.
Preguntas formuladas por el profesor:
¢ De dénde partir?

Ante la posible dificultad de lo(a)s estudiantes para dar
una respuesta, el profesor podria incitarlos a recurrir, nue-
vamente, a la regla heuristica que sugiere sustituir con-
ceptos por sus correspondientes definiciones:

¢ Qué significa que la aplicacion f: E — F es lineal?

Significa que, cualesquiera dos vectores X4 y X3 perte-
necientes a E y cualesquiera escalares a 'y 3, se cumple

quefecxy + fxg) = af(xy) + Bf(x2) (17).

¢ Qué significa que esta aplicacion sea inyectiva? Significa
que, cualesquiera dos vectores x4 Yy x5 pertenecientes a
E, se cumple que si f{x; — x5) =0, entonces x; = x.
La igualdad que expresa la condicion de inyectividad se
puede rescribir en la forma: si fxy) — flx,) = 0 (18)
, entonces x; = x5. Pero, por el caracter lineal de esta
aplicacion, se tiene que flxq)— Flxz) = Flxy — x3)
(19) » POr lo que se podra expresar la implicacion de la si-
guiente manera: si f{x; — x5)=0(20), entonces xy = x4.

Que la igualdad f{x; —x5) =0 (21) sea verdadera sig-
nifica que el vector x4 — x5 yace en el nucleo de la apli-
cacion lineal, y se sabe que toda aplicacion lineal entre
espacios vectoriales transforma el vector nulo del espacio
de partida en el vector nulo del espacio de llegada, por
lo que existe la posibilidad de que xy — x5 sea igual al
vector nulo de E.
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Algo si debe resultar evidente: si la funcion fuese inyec-
tiva, la igualdad f{x;—x2) =0 (22), seria satisfecha
Unicamente cuando x; — x, = 0 , porque es conocido
que toda aplicacion lineal transforma el vector nulo del
espacio de partida (el dominio de la funcion) en el vector
nulo del espacio de llegada (el codominio de la funcion).
Entonces se ha deducido el siguiente teorema:

Teorema:
Si f: E — F es una aplicacion lineal inyectiva, el vector

nulo del espacio de partida es el Unico vector pertene-
ciente al nucleo de la aplicacion.

Ejemplo Il (via reductiva)
Reflexion del profesor (lo(a)s estudiantes la escuchan):

En la practica, es de esperarse que lo que se necesite
sea investigar si la aplicacion es o no inyectiva, en lugar
de saberlo de antemano, por 0 que una pregunta surge
de modo natural: jPodra contarse con alguna condicion
suficiente para la inyectividad de una aplicacion lineal en-
tre espacios vectoriales, haciendo uso del caracter lineal
de la aplicacion?

Posible pregunta a formular por el profesor: ;En este sen-
tido, hasta donde se ha podido avanzar?

Respuesta esperada. Contamos con un teorema que
dice que el nucleo de toda aplicacion lineal inyectiva esta
constituido solamente por el vector nulo del espacio de
partida de dicha aplicacion lineal.

Reflexion del profesor (lo(a)s estudiantes la escuchan):
Otra manera de expresar lo anterior es decir que una con-
dicidon necesaria para la inyectividad de una aplicacion li-
neal entre espacios vectoriales lo constituye el hecho que
el ndcleo de la aplicacion este constituido Unicamente
por el vector nulo del espacio de partida. ¢Esta condicion
necesaria sera también suficiente? De ser asi, el teore-
ma al que ustedes hicieron referencia admitiria reciproco
verdadero.

¢,Coémo podria enunciarse este reciproco? Es verdade-
ro el reciproco del teorema? Formulemos el reciproco del
teorema:

Si f:E — Fes una aplicacién lineal entre espacios

vectoriales y a su nucleo pertenece Unicamente el vector
nulo de E , la aplicacion lineal es inyectiva.
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Por tratarse del reciproco de un teorema, la idea de la de-
mostracion podria ser la de recurrir a una demostracion
indirecta por reduccion a un absurdo:

Supongamos que en el nucleo yace solo el vector nulo del
dominio de la aplicacion lineal y que dicha aplicacion no

es inyectiva; entonces se esta aceptando que f{xy — x4
=0(23)y que xy # x3. (24)Pero flxq —x,) = 0(25) sig-
nifica que xy — x5 esta en el ndcleo, y como hay un uni-
co vector en este, entonces dicho vector tiene que ser el

nulo, por lo que se concluye que x4 = x5 ; s decir, algo
CONTRARIO A LO SUPUESTO. Entonces queda probado
el teorema.

Se ha demostrado asi una proposicion la cual, debido a
Su importancia préactica, es usual darle la connotacion de
teorema.

Ejemplo IV (via deductiva)

En las clases de teoria de métodos numéricos para ecua-
ciones, se estudia, entre otros, el método de Biseccion
del Intervalo. Una vez conocido este método por lo(a)s
estudiantes, un momento de vital importancia es el es-
tudio de la convergencia del mismo, para lo cual se les
puede incitar a justificar la convergencia de dicho méto-
do. Podria procederse de la siguiente manera:

Motivacion de la busqueda de un teorema:

Como se sabe, si se va a resolver un modelo matematico
mediante un método numérico, no resulta de interés el
caso que el método resulte ser divergente: jconvergera
el método de Biseccion a la solucion exacta de la ecua-
cién que se resuelve?

Busqueda de la deduccion:

Diglogo del profesor y lo(a)s estudiantes:

Profesor: Es sabido que la convergencia hace referencia
a la “cercanfa” de los términos de la sucesion de aproxi-
maciones a la solucién exacta respecto al supuesto limite
(la solucién exacta de la ecuacion). ;Qué concepto nos
ha resultado util en tal sentido?

Respuesta (esperada) de lo(a)s estudiantes: El concepto
de error absoluto.

Profesor: 4 Por qué?

Respuesta (esperada) de lo(a)s estudiantes: Porque mide
la distancia de un valor aproximado al valor real.

Profesor: Si (%, )nex €S la sucesion de aproximaciones
a la solucién exacta (r), entonces una condicion suficien-
te para que converja a r es que el error absoluto de los
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términos tienda a cero cuando n tiende al infinito; es decir

que limE(x, ) = 0. Basta entonces probar que el error
absoluto maximo tienda hacia cero, ya que él es una cota
superior del error absoluto.

¢ Coémo se determina el error absoluto maximo de la apro-
ximacion x,, en el método de Biseccion del Intervalo?

Respuesta (esperada) de lo(a)s estudiantes: Se sabe
que, si [a; b] es el intervalo inicial en el que fue separada
la raiz, el error absoluto maximo de X, puede ser calcu-
bh—a
At

r

lado mediante la expresion E,, (x,,) = (26)
Profesor: Pero bﬂ—? ={b— a}% — 0 (27), debido a que
2% = +oo (28).

Si el error absoluto méaximo tiende a cero, ;,qué le ocurre
al error absoluto y por qué?

Respuesta (esperada) de lo(a)s estudiantes: El error ab-
soluto también tendera a cero, por ser, por definicion, me-
nor o igual que el error absoluto maximo.

Profesor: Si el error absoluto de las aproximaciones tiende
a cero, ,qué puede afirmarse del comportamiento de las
aproximaciones respecto al valor exacto?

Respuesta (esperada) de lo(a)s estudiantes: Que estos
van acercandose cada vez mas al valor exacto.

Profesor: Entonces el método de Biseccion converge (por
supuesto, bajo las correspondientes hipoétesis) a la solu-
cion exacta de la ecuacion que se resuelve. Se ha dedu-
cido el siguiente teorema:

Teorema:

Si fes una funcion real de variable real, continua en [a;

b], entonces, si se decide resolver la ecuacion f(x) = 0
mediante el método de Biseccion, la sucesion de aproxi-

maciones (X, )nen, donde los términos X, se obtienen
mediante el algoritmo de la biseccion, converge ar.

Ejemplo V (via reductiva)

Al estudiar, en las asignaturas de Calculo, las series nu-
méricas, una vez que se les hace ver a lo(a)s estudiantes
la ineficiencia generalizada de recurrir a la definicion del
concepto de serie convergente para clasificar una serie
en convergente o divergente, se incita a lo(a)s estudian-
tes a buscar teoremas que faciliten determinar el caracter
de una serie. Uno de estos teoremas (criterios de con-
vergencia) es el conocido como criterio de la condicion
necesaria, el cual tiene una acentuada connotacion en la

Volumen 16 | Numero 73 | Mayo - Junio | 2020



CONRADO | Revista pedagogica de la Universidad de Cienfuegos | ISSN: 1990-8644

teoria de series numéricas, por lo que es conveniente su
elaboracion y demostracion:

Teorema:
Si una serie numérica ¥, a,, es convergente, lim a, = 0.

Busqueda del teorema:

Una vez introducida la definicion de serie numérica con-
vergente, debe proponerse ejemplos ilustrativos (debe
incluirse series convergentes y series divergentes) de al-
gunas series para analizar si son convergentes o no, par-
tiendo de la definicién; a modo de ejemplo, las siguientes:

ntl

a)yhn, b) Eﬁ, C}Ei, dy - e) Bar™lax0,r =0 (29)

Se hace un llamado a la reflexiéon de lo(a)s estudiantes
en torno a que las series son generadas por sucesiones.
¢ Existiré alguna relacion entre la convergencia de la serie
y la de la sucesion que la generd? Al observar las series
propuestas, se concluye que en algunos de los casos en
que la serie diverge la sucesion que la generd también di-

verge (caso a) y e) si |r| = 1), pero que en otros la suce-
sion que la genera converge (casos c) y d)); en cambio,
en todos los casos que la serie resulto ser convergente la
sucesion que la generd también era convergente (casos

b)y e)si|r| = 1). No cabe dudas de que existan series
numeéricas convergentes y series numéricas divergentes,
pero, en los casos de convergencia, jexiste alguna regu-
laridad en cuanto al limite de la sucesion que genera la
serie”? Se arriba asi a la suposicion de que en toda serie
convergente (las divergentes no interesan) la sucesion
que le genera tiene limite cero.

Busqueda de una demostracion:

¢Qué se supone que es cierto y que, por tanto, hay que
demostrar?

¢ Qué nos resulta mas sugerente para encontrar un plan
de solucioén al problema (la idea de una demostracion):
¢la hipdtesis?, ila conclusion?...

Que la serie converja significa que la sucesion (5,)
(80) de las sumas parciales es convergente, de-
nominandose su limite suma (&) de la serie. O sea
Sp=ay+az+-+ ayy+ay 31)y im(s,) =5 (32).
Debemos probar la convergencia a cero de la sucesion
(a.) (33).

¢ Podemos encontrar alguna relacion entre las sucesiones
(a,) ¥ (5n) (34)7
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De acuerdo con la definicion de 5,,, podemos escri-
bir a,=5,—5,.-1 (35), Pero 5,_;(36) se obtiene su-
primiendo solo un término de la sucesion (S,) , por lo
qgue ambas convergen hacia un mismo limite o ambas

divergen. Por hipotesis, se asume que la serie ¥ a,, s
convergente y asi la sucesiones(5,) ¥ (5,-1) (37) con-
vergen hacia un mismo limite, de donde obtenemos que
Ay =35, — 5,-1 = 0(38). Asi llegariamos a donde que-
remos llegar.

Nota:

En este caso solo quedaria escribir la representacion de
la demostracion del teorema vy, al igual que en todos los
casos, hacer las consideraciones perspectivas y retros-
pectivas en las cuales se reflexiona, entre otras cuestio-
nes, sobre la estructura del teorema demostrado, el mé-
todo de demostracion elegido, los recursos heuristicos
empleados y que fueron de gran ayuda para llegar a la
solucion del problema, qué conceptos, qué definiciones y
cuales proposiciones o teoremas fueron usados.

CONCLUSIONES

El proceso de busqueda de bibliografia especializada
en Didactica de la Matematica arrojé muy pocos traba-
jos referidos al uso de la via deductiva y la reductiva de
obtencion y demostracion de teoremas de la Matematica
superior.

A través de los ejemplos desarrollados en este trabajo,
solo se pretendié abordar una parte del proceso de ela-
boracion de teoremas y demostraciones, por lo que no se
toma de partido en torno a las adecuaciones de este pro-
ceso propuestas por Sachipia (2015); y Martinez, Infante
& Brito (2017), al extrapolar a la Matematica superior los
procesos declarados por Ballester, et al. (1992).

La correcta implementacion de la via reductiva y la de-
ductiva de obtencion de teoremas propicia el rol activo de
lo(a)s estudiantes en la construcciéon de sus respectivos
conocimientos, al tener lugar: el repaso, la sistematiza-
cion y la aplicacion como formas de fijacion de los cono-
cimientos, ademas de su y la realizacion de operaciones
basicas del pensamiento tales como: el andlisis, la sinte-
sis, la induccion, la generalizacion, la comparacion, entre
otros.

Elegir una u otra variante metodoldgica para la obtencion
de un teorema especifico requiere de valoraciones didac-
tico-metodolégicas, ya que ello depende de varios facto-
res a tener en cuenta por parte de los profesores, entre los
que pueden citarse: el dominio por el profesor y/o de lo(a)
s estudiantes del contenido de ensefianza-aprendizaje,
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de reglas de inferencia l6gicas, de métodos de demostra-
cién, asi como de los objetivos del programa de la asig-
natura o de la disciplina. Todo lo anterior debe concre-
tarse por medio de una adecuada instruccion heuristica,
por lo que se hace imprescindible que, en su practica
pedagogica, los profesores entrenen a lo(a)s estudiantes
en el uso de estas herramientas de caracter heuristico
— metodoldégico.

La representacion(explicacion) de una demostracion de
un teorema no garantiza su comprension. Sin un adecua-
do entrenamiento de lo(a)s estudiantes en encontrar de-
mostraciones de teoremas y proposiciones matematicas
tal comprension no se lograra, 10 que repercutira en una
inadecuada fijacion de los teoremas que requeriran ser
usados posteriormente.
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