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Resumen

En este articulo se presenta el método de linealizacién aproximada como técnica de control de sistemas fisicos no
lineales alrededor de un punto de operacidn. Se introduce la técnica de linealizacion aproximada mediante una
representacion integral de las ecuaciones de estado. Se propone ver al sistema no lineal como una ecuacion integral y
analizar el efecto de pequefias perturbaciones alrededor de un punto de equilibrio constante. Despreciando los
términos de orden superior del efecto de tales perturbaciones y reteniendo solamente los términos lineales, se presenta
en un solo esquema la linealizacidn que aproxima el comportamiento del sistema perturbado. Se realiza la simulacion
con un modelo que representa la posicion de un anillo sobre un aro rotatorio. La simulacion es realizada en Matlab®
ya que el mismo es Gtil al momento de ilustrar las propiedades del sistema no lineal controlado estudiado y el
comportamiento de la estrategia de control propuesta. Matlab® es un ambiente numérico de propdsito general
orientado al uso de estructuras de tipo vectorial y matricial, el cual permite ejecutar algoritmos secuenciales con una
amplia gama de aplicaciones. El uso principal que se le dio fue como programa de simulacién numérica, es decir, se
hizo uso de los algoritmos que tiene disponibles para la obtencion de las soluciones de sistemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias. Finalmente se analizan los resultados obtenidos de aplicar dicha técnica de control en este
modelo.

Palabras clave: técnicas de control, sistema no lineal, linealizacion aproximada, simulacion en Matlab®
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Abstract

In this paper the method of approximate linearization technique is presented as control of nonlinear physical systems
around an operating point. The Approximate linearization technique is introduced through a comprehensive
representation of the state equations. It is intended to see the nonlinear system as an integral equation and it is
analyzed the effect of small perturbations around a breakeven point. Neglecting higher order terms of the effect of
such disturbances and retaining only the linear terms, is presented in a single linearization scheme that approximates
the behavior of the perturbed system. Simulation is carried out with a model that represents the position of a ring on a
rotary ring. The simulation is performed in Matlab® since it is useful to illustrate the properties when the non-linear
controlled system behavior studied and control strategy proposed. Matlab® is a general purpose numerical
environment oriented structures using vector and matrix type, which allows to execute sequential algorithms with a
wide range of applications. The main use was given as numerical simulation program that means that the algorithms
were used for obtaining available solutions of ordinary differential equations systems. Finally, the results of applying
the technique of control in this model are analyzed.

Keywords: technical of control, nonlinear system, approximate linealization, simulation in Matlab.

Introduccion

Las técnicas clésicas de control se han desarrollado con base en modelos lineales (o linealizados) de los sistemas
fisicos. Sin embargo, en el sentido estricto, todos los sistemas presentan algin tipo de no linealidad. Como
consecuencia, las técnicas lineales son validas solo alrededor de puntos de operacién donde se cumplan las
condiciones de controlabilidad, (Crossley, 1991), (Slotine, 1991).

Sobre los sistemas no lineales, los controladores clasicos normalmente cumplen tareas de regulacion alrededor de
puntos de equilibrio. El rango de validez del esquema de control depende principalmente de la naturaleza del sistema,
siendo mas restrictivas aquellas no linealidades fuertes que producen grandes diferencias entre los modelos real y

linealizado de la planta, aun en puntos cercanos al punto de operacion, (Tomei,1992).

Cuando la tarea de control involucra el seguimiento de trayectorias sobre rangos de operacién amplios, los métodos
lineales pierden su validez en los casos de no linealidades fuertes y presentan un pobre desempefio aun en sistemas
levemente no lineales. Por esta razén se hace necesaria la implementacion de técnicas no lineales con las que se logre

un control global o en su defecto, una region de operacion més amplia, (Slotine, 1991), (Isidori, 1995).
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Materiales y métodos

En la mayoria de los casos préacticos, un sistema no lineal de una entrada y una salida (SISO) puede modelarse como,
(Fliess, 1995), (Hassan, 1996), (Rathina, 1997):

i=flx) +g(x)u 1)

y = h(x)
Donde x € R" es el vector de estados (para un sistema de orden n), x = [x1 x2...xn]", f y g son funciones vectoriales
suaves en R" (vectores columna), h es la funcion escalar de salida y u es la entrada de control, también escalar. Un
sistema que admite este tipo de modelo se conoce como lineal en el control o afin (u no aparece dentro de una
funcién). Cuando las funciones f y g no dependen del tiempo, se dice que el sistema es auténomo (invariante con el

tiempo).

Los puntos de equilibrio del sistema % = f{x) son aquellos elementos del espacio de estado que satisfacen la relacion

i = 0, lo que directamente conduce a la expresién f(£) = 0

Un estado de equilibrio x es asint6ticamente estable para el sistema si las trayectorias en el espacio de fase convergen
hacia i desde alguna vecindad |x —#|<§ y es inestable si las trayectorias que inician desde puntos arbitrariamente

cercanos a x son divergentes. Si el estado inicial de un sistema corresponde a un punto de equilibrio y la entrada y las

perturbaciones son cero, entonces el sistema permanecera indefinidamente en ese estado, es decir, si u = 0 entonces
x¥0) =X x(t)=xvViE=0

En particular, el sistema lineal definido por el modelo de estado & = Ax tiene un Unico punto de equilibrio en x = 0 si

A es no singular. De lo contrario, tendréa infinitos puntos de equilibrio.

La linealizacion aproximada estd fundamentada en retener como valida para la descripcion de un sistema en las
vecindades de un punto de equilibrio, a aquella representacion que se obtiene de los términos de primer orden de la
expansion en serie de Taylor de la no-linealidad que caracteriza al sistema como tal. Desde este punto de vista, las
exigencias que hemos impuesto al sistema son de diferenciabilidad por lo menos hasta un primer orden, (Hassan,
1996; H. Sira-Ramirez, 2005).

Editorial “Ediciones Futuro” 91
Universidad de las Ciencias Informaticas. La Habana, Cuba
recci@uci.cu


http://rcci.uci.cu/
mailto:rcci@uci.cu

Revista Cubana de Ciencias Informaticas
Vol. 10, No. 2, abril-junio, 2016
ISSN: 2227-1899 | RNPS: 2301

http://rcci.uci.cu
Pag. 89- 99

Esta técnica propone ver al sistema no lineal como una ecuacidn integral y se analizara el efecto de pequefias

perturbaciones alrededor de un punto de equilibrio constante.

El método de la linealizacion aproximada es valido en tanto que las perturbaciones que afectan al comportamiento del
sistema no lineal, operando en equilibrio, sean pequefias, relativas a los valores de equilibrio de las variables del
sistema, (Ogata, 2003).

. , . . . . . ar . .
Se designarad mediante la matriz A de n filas y n columnas, la matriz Jacobiana . particularizada en el punto de

S . . . ]
equilibrio constante (X,U). Mediante el vector B de n filas designaremos al vector i evaluado en (X,U).

. . . Bh
Igualmente, designaremos mediante el vector fila C al vector ™ evaluado en X.

Por lo que la siguiente ecuacién diferencial representa un sistema de ecuaciones diferenciales lineales en x5 y en ug.

A este sistema se le llama representacion (lineal) en el espacio de estado, brevemente, representacion de estado.
¥=Axs;+Bug 2)

y =Cxs

Por lo que el sistema dindmico que aproxima las perturbaciones ocurridas al sistema no lineal cuando éste opera en
condiciones estables de equilibrio esta representado por un sistema lineal cuyas ecuaciones de estado y de salida estan

dadas por esta ecuacion.

Las matrices constantes (A, B, C), llamadas matrices Jacobianas, que definen a esta aproximacion lineal estan dadas
por, (Ogata, 2003):

_ o

af af
—_ B —_
fx x*

8 () ~ Bulixu)

c ©)

Es por esto precisamente que a la linealizacién aproximada también se le llama con el nombre de linealizacion
jacobiana.

Sobre la base de estas relaciones aproximadas se propondra un esquema de control que estabilice el sistema no lineal
a su punto de equilibrio bajo el criterio de que las variaciones del sistema son pequefias alrededor de este punto de

equilibrio.
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Para el disefio del controlador se debe cumplir con las condiciones de controlabilidad y observalidad requeridas. La
condicidon necesaria y suficiente para que el sistema lineal sea estabilizable mediante una ley de control por

realimentacion del vector de estado es que el determinante de la matriz de controlabilidad sea distinto de cero.

det|b,Ab, ..., A" 1b| £ 0

Una vez que se determine que el sistema es controlable se puede representar la ley de control lineal de la siguiente

forma:

u=—Kx

Es decir, el método de la linealizacién aproximada permite, en principio, el uso de cualquiera de los métodos de
disefio de controladores inherentemente validos para sistemas lineales, siempre que se cumpla, (Nijmeijer, 1990),
(D'Atellis, 1995):

1. El principio de linealizacion sea valido localmente en un entorno “suficientemente grande” alrededor del punto de

operacion deseado.
2. El modelo linealizado cumpla con las condiciones de controlabilidad y observalidad requeridas.

3. Se disefie un controlador, en base al andlisis llevado a cabo sobre el sistema linealizado, el cual induzca una

estabilizacién local del sistema no lineal, alrededor de su punto de equilibrio.

Resultados y discusion

Considerando el caso de un anillo que se desliza sin roce sobre un aro que se puede hacer girar a velocidad angular o,
regulable a voluntad (ver Figura 1). Se desea mantener el valor del &ngulo e en un valor constante deseado dado por e
= x. La variable de control en este caso esta constituida por el cuadrado de la velocidad angular u = »?y por lo tanto

debe ser siempre positiva, (H.Sira-Ramirez, 2005; Markiewic, 1973). El radio del aro, que se supone indeformable

por efecto de la fuerza centrifuga, esta dado por a.

El modelo del sistema esta dado por:

d%e . .
a—=-9 sine + a w’sinecose 4)
£z
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Figura 1. Aro rotatorio sobre el que desliza un anillo cuya posicion angular se desea controlar.

Por lo gue el modelo en variables de estado de este sistema estd dado por las siguientes ecuaciones diferenciales,
(H.Sira-Ramirez, 2005).

.'X-:l = X3
: g._. . donde:
Xy =—=sinx; +usinx, cosxy o 5
= x4 Posicién angular. ®)
y = x1(t) x,: Velocidad angular.

El punto de equilibrio P. del sistema se obtiene a partir de las ecuaciones diferenciables, igualando a cero las

derivadas de la variable de estado.

X =0=%;=0

(6)

Xy=0=U=—2
o cosx)

Pe = (XJ 0, ﬁ)

Dado que el modelo obtenido es no lineal, se linealiza el sistema alrededor del punto de equilibrio, (H.Sira-Ramirez,

2005).
Para realizar la linealizacion se debe tomar en cuenta que se trata de un sistema de segundo orden, con lo cual las

matrices A, B, C estan dadas por:
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E
4 |o= I, 0 ﬂ 1 ,
~|éfa - —Ecns(xl}+u(cas‘(x1}—sin‘(x1}} 0 . = (7)
dxy g

0 1
{—g cos(X) + . Eiw} (cos?(X) — sin?(X)) ﬂ]

0 1
:[—ftan(}(} sin(X) 0

ar
—|fu
gl b
Bullpg

0 0
sin{x;) co 9(;\:1}] sin(X) cos(X }]

Pa

f=[;Th._ jjhj=[1 0]

Por lo que la linealizacion del sistema alrededor del punto de equilibrio es:
E=A Xg + B Ug

y =Cxs

Obteniéndose el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

[i;l-::]z {—gtan'lz}?’] sin(X) é] [;;::]+ cin (X}ﬂcas(}f}] ug @®)
X148
vs=l1 0l[,2]

Obteniendo la matriz de controlabilidad para nuestro sistema de segundo orden para determinar si el sistema es

estabilizable:

det|b,Ab| = 0

0 sin(X) cos(X)

det = sin(X) cos(¥) 0 ]:—31’712()(} cos?(X) =0

Por lo tanto, se deduce que el sistema es completamente controlable.
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A continuacion, se utiliza la ley de control lineal expresada como:

Uug = —Kyx15 — Kpxo5

0
sin(X) CDS(X]] [Kixis  —Kaxas] ©)

Cr
=]

Eila]:[—ftan(??’} sin(X) 3] [;la]Jr

El polinomio caracteristico (Pc) del sistema lineal en lazo cerrado sera:

Pc = det(SI — (4 — BK)) = det(SI — A + BK))

Resolviendo la ecuacion anterior, e igualando el polinomio obtenido a un polinomio deseado (Pd) definido como:

Pd =52+4+2#Wns+ Wn?

Se obtienen los valores de K1y K>
2 fWn

Wn® g tank
ein(X)cosX

ky =

k:z

ein(X)jcoeX o cosX

Por lo que podemos expresar la ley de control lineal como:

Wn? g tanx}(xl —X} _ 2iWn xat U (10)

gin(X¥)coeX @ cosX sin(X)cosX ~

ug = —{

Para simular el sistema no lineal controlado, se realizaron dos programas que llamaremos el programa de simulacion
y el sistema o modelo a simular. ElI programa de simulaciéon permite definir los lineamientos béasicos de la
simulacién: tiempo de simulacion (inicial y final), condiciones iniciales y tipo de algoritmo de simulacion (ode23,
ode45, . . .); inclusive se puede definir los parametros del sistema controlado y hasta graficar los resultados de la
simulacion. Este programa consiste en un conjunto l6gico de instrucciones de ejecucion secuencial denominado
“script” en el ambiente Matlab® (Mathworks Inc, 2014). El corazén principal de este programa es el algoritmo de
simulacion. En este articulo utilizaremos solamente dos tipos: 0de23 o ode45, los cuales son métodos de resolucion
de ecuaciones diferenciales mediante las formulas de Runge-Kutta de 2do. y 3er. orden (0de23) y 4to. y 5to. Orden
(ode45). EI modelo a simular se presenta por medio de un programa o funcién, llamado function en Matlab®, en el
cual se plantean explicitamente las ecuaciones diferenciales asociadas al sistema de control. Esencialmente, posee dos

parametros de entrada, el tiempo t de simulacion y la variable de estado x, debido a que éstas son las variables
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utilizadas directamente por los algoritmos de simulacion. Junto con las ecuaciones diferenciales que representan el
modelo sistema, debe aparecer la ley de control disefiada, la cual puede estar definida a través de variables auxiliares

(locales). Dichos programas permitieron graficar y simular el controlador para las siguientes condiciones iniciales.
a=0.2; 9g=9.8; X =0.7854; wn=12.83; sig=0.707;

Se realiz6 una corrida para el punto x0 = [0.2 O] cercano al punto de equilibrio deseado, obteniéndose las siguientes

graficas.

Figure 1 SRR X
File Edit View Insert Tools Desktop Window Help El
Ddde | RAANDEL- S| 0B a@d

Posicidn angular del anillo Velocidad angular del anillo
3
0.8 2
= g
B 06 £
= s
04 0
0.2 -1
0 05 1 0 05 1
tiempo t(seg) tiempo t(seg)

Velocidad angular del aro
300

200

ad/seq)

= 100

0 0.5 1
tiempo t(seg)

Figura 2. Resultados de la simulacién

La figura muestra los resultados obtenidos luego de la simulacion del sistema, en este grafico se observa la posicion
angular del anillo, la velocidad angular del anillo, y la velocidad angular del aro, los cuales se comportan de forma

deseada.

Conclusiones

En este trabajo se ha estudiado la dindmica de un método de control a un sistema no lineal conocido como lo es la
posicion de un anillo sobre un aro rotatorio. En el andlisis del sistema se han empleado la linealizacion aproximada
como técnica de control de sistemas fisicos no lineales alrededor de un punto de operacion y se presentaron los

resultados obtenidos al aplicar este método de control al sistema no lineal presentado.
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Es necesario acotar que, en el andlisis del comportamiento de sistemas dinamicos no lineales, el método de la
linealizacidn aproximada sera til en la vecindad de su punto de equilibrio, siempre y cuando las perturbaciones que

afectan la evolucion del sistema sean suficientemente pequefias.

Como se pudo apreciar, el método de la linealizacion aproximada también es Util no sélo en el andlisis sino, en
particular, en el disefio de estrategias de control que mantengan la evolucion del sistema en un entorno alrededor del
punto de equilibrio nominal. Adicionalmente, constituye la base, junto a los puntos de equilibrio parametrizados, del
método de linealizacion extendida. Es oportuno sefialar, ademas, que el método de la linealizacion aproximada no es

aplicable a sistemas que exhiban no linealidades carentes de derivadas.
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