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Resumen

Los modelos clasicos de scheduling en single machine han sido estudiados con diversas caracteristicas de
procesamiento y funciones objetivo. La mayoria de técnicas propuestas para resolver este tipo de problemas no
consideraron la naturaleza imprecisa de algunas variables que intervienen en su formulacion. En este trabajo se
propone un algoritmo para el calculo del maximo tiempo de culminacion ponderada en problemas de single machine
con tiempos de procesamiento difusos y asignacién de prioridades (pesos) a los trabajos. La metodologia planteada
representd la imprecision de los tiempos de procesamiento mediante nimeros difusos triangulares y utilizé una
medida de comparacion robusta y flexible basada en el concepto del intervalo esperado de un ndmero difuso. Se
obtuvo un schedule 6ptimo y robusto que soporta variaciones en los tiempos de procesamiento. El schedule éptimo se
representd en forma grafica mediante el diagrama de Gantt difuso. El algoritmo propuesto resulta ser eficiente en
pruebas para un determinado conjunto de trabajos en la busqueda de un schedule 6ptimo para el célculo del maximo

tiempo de culminacién ponderada.
Palabras clave: scheduling difuso, single machine, nimeros difusos, intervalo esperado.

Abstract

The classic models of scheduling on single machine have been studied with different processing characteristics and
objective functions. Most proposed techniques for solving such problems did not consider the imprecise
nature of some variables involved in its formulation. This paper proposes a heuristic for calculating the
maximum weighted completion tine in single machine problems with fuzzy processing times and priority assignments
(weights) to the jobs. The proposed methodology represented imprecise processing times by triangular fuzzy numbers
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and used a measure robust and flexible comparison based on the concept of the expected inerval of a fuzzy number.
Optimal and robust schedule that support variations in processing times was obtained. The optimal schedule is
represented graphically by fuzzy Gantt chart. The proposed algorithm proves to be efficient based on tests made for a
given set of jobs with the aim of find feasible schedule to calculate the maximum weighted completion time.

Keywords: fuzzy scheduling, single machine, fuzzy numbers, expected interval.

Introduccion
El Scheduling en maquinas y sistemas es la fuente de trabajos de investigacion desde aproximadamente 1950. Las

diferentes areas donde se aplica tienen como comun denominador la asignacion de tareas, la planificacion de
horizontes de trabajos y la optimizacion de las operaciones entre recursos y tareas, entre otros. Un scheduling puede
definirse como la tarea de determinar el inicio y finalizacion de cada operacion (Alharkan, 2010) a ser procesada en
un taller (fabrica, planta). Al resultado de esta planificacion se le denomina schedule (secuencia de trabajos) que
puede ser, por ejemplo, un horario, planes de aterrizaje o de despegue de aviones, atraques de barcos, etc. Desde el
punto de vista matematico, puede entenderse como un arreglo de trabajos y operaciones que deben satisfacer ciertas

condiciones de asignacion y restricciones, ademas de satisfacer una condicion de la optimalidad en los resultados.

En el scheduling hay una gran brecha entre la teoria y la préctica, esto se debe, principalmente al hecho que en la
modelacion de los problemas no se considera la incertidumbre. Las causas de la incertidumbre se deben a: la falta de
informacion, abundancia de informacion, conflicto en las evidencias, ambigliedad, medidas, creencias (Zimmermann,
2000). El desarrollo de la l6gica difusa, permite considerar la incertidumbre como un elemento muy importante en la
formulacion de los problemas de asignacion. La imprecisién es una incertidumbre de tipo difuso, en el cual se posee
informacion subjetiva del estado de ocurrencia de un determinado suceso, 0 quizas que el comportamiento de una

determinada variable esta relacionado con un conjunto de valores numéricos.

En los entornos de scheduling, la imprecision puede aparecer de manera natural, sobre todo en el estado del
procesamiento de los trabajos (especificamente su duracion), los adelantos, retrasos, los tiempos de culminacién, el
cumplimiento de una restriccion de precedencia entre otras. Resulta natural, por ejemplo, considerar la imprecisién en
el tiempo de aterrizaje de un avion en la pista de un aeropuerto, el descargue del contenido de un barco en un muelle,
el atraque del mismo. Ambas tareas coinciden en el supuesto que, tanto la pista de aterrizaje y el muelle pueden ser

considerados como una maquina simple.
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El desarrollo de la I8gica difusa, se dio casi en paralelo a los primeros algoritmos o modelos de scheduling, pero la
espera por considerar la imprecision en los entornos de scheduling tuvo que prolongarse hasta los inicios de la década
de los 90’s.

Sobre fuzzy scheduling, las investigaciones se fundamentan en modelos de optimizacién, busqueda de heuristicas e
implementacion de metaheuristicas eficientes considerando los datos de entrada como variables difusas (Wang y
otros, 2002; Ahmadizar y Hosseini, 2011; Ishi y Tada, 1995).

El problema de fuzzy single machine, con imprecision en los tiempos de procesamiento, ha sido abordado mediante un
algoritmo que utiliza los grados de posibilidad y la necesidad de un schedule (Chanas y Kasperski, 2004). Este
algoritmo requiere de todas las combinaciones posibles entre los trabajos y de optimizar sus medidas de posibilidad y
necesidad, cuando el nimero de trabajos crece, se requiere demasiadas operaciones de calculo.

En este trabajo, se consideran los problemas de scheduling en entornos single machine, con imprecision en el tiempo
de procesamiento de los trabajos, sin restricciones en el procesamiento de los trabajos, la funcion objetivo consiste en
minimizar el maximo tiempo de culminacién ponderada de los trabajos. Para resolver este problema, se propone un
algoritmo, en el cual, la imprecision en los tiempos de procesamiento de los trabajos se representa mediante nimeros
difusos triangulares, y se utiliza una medida de comparacion robusta que permite ordenar nimeros difusos para asi
obtener la secuencia éptima. A diferencia del algoritmo de Chanas y Kaspersky, no se requiere de todas las

combinaciones posibles de los trabajos para determinar el schedule 6ptimo.

El algoritmo obtenido, se justifica por la misma naturaleza de los problemas de single machine, los cuales pueden
extenderse a problemas de maquinas paralelas u otros entornos de maquinas, donde cada pequefio problema puede ser

considerado como uno de single machine.

Metodologia

Scheduling Clasico.

En su formulacion, un problema de scheduling puede verse sujeto a ciertas restricciones que afecten su operatividad,
por esta razon, se han desarrollado diversos métodos y algoritmos para relajar dichas restricciones. Las primeras
restricciones se hallan en los diferentes recursos que intervienen, por ejemplo, las maquinas (Lawler, y otros, 1993).
Una méquina es aquel recurso, disponible en todo el horizonte de tiempo sobre el cual se elabora la planificacion,

aunque en los ultimos afios esta condicion clasica de disponibilidad se ha relajado (Potts, y otros, 2009). Las
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maquinas desarrollan los trabajos, en algunas ocasiones una sola maquina es suficiente, en otras, un trabajo necesita

ser desarrollado por varias maquinas.

Otra restriccion, se da en las caracteristicas de procesamiento y restricciones. En base a la combinacion entre

maquinas, ambientes de procesamiento y establecimiento de funciones objetivo pudo establecerse una tipologia de los

problemas de scheduling, una de ellas es la notacion de Graham (Graham, 1979), o | S \9. Las siguientes tablas

presentan las caracteristicas de cada elemento en esta notacion.

Tabla 1. Notaciones para los entornos de maquinas comunes (¢ ). (Alharkan, 2010)

Nombre del entorno ﬂg,::gilgnl Descripcion

Single machine 1 Una maquina.
Maquinas paralelas idénticas Pm P:.mgqumas parallelgs.

m: ndmero de maquinas
Méguinas paralelas con Q: mé}quinas paralelas con diferentes
diferente velocidad. Qm velloc,ldades. L

m: nimero de maquinas
Flow shop Fm F:,FIPW shop. -

m: nimero de maquinas
Job shop Jm J _JOt,) shop. _

m: ndmero de maquinas
Open shop Om O Open shop. _—

m: ndmero de maquinas

Tabla 2. Notaciones comunes para las caracteristicas del procesamiento / restricciones (,3 ). (Alharkan, 2010)

Término Notacion Descripcion
Este término indica que un trabajo no puede iniciar
Fecha de lanzamiento r su procesamiento en una maquina antes de su valor
fj.
Un trabajo puede interrumpirse durante su
Preferencia Prmp procesamiento debido a la llegada de un trabajo de
alta prioridad.
Restricciones de Prec Cuando el inicio de un trabajo depende de la
precedencia culminacion de otro.
. Esto implica que las méaquinas no estan disponibles
Averias Brkdwn piica qui q : P
de manera continua para el procesamiento.
. L Cuando un trabajo visita una maquinas en mas de
Recirculacion Recrc
una vez.
- El orden de procesamiento de todos los trabajos en
Permutacion Prmu L .
una maquina se mantiene a lo largo del taller.
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Tabla 3. Notaciones comunes para funciones objetivos de scheduling (9). (Alharkan, 2010)

Funcion objetivo Notacién
Makespan Crax
Maximo retraso Lmax
Tiempo de culminacién total ponderada Z a)jCj
Tardanza total ponderada Z a)jTj
Tiempo de culminacidn total ZCJ

En este trabajo, el entorno de maquina es single machine. Se conoce un conjunto de n trabajos Jiredn con
tiempos de procesamiento Pii a ser procesados por la maquina i, pero como se trata de una sola maquina este indice
puede omitirse; ademas los trabajos tienen pesos “’i (prioridades que son asignadas bajo ciertas caracteristicas o
condiciones, por lo general determinada por expertos) tal que @i = O El tiempo de culminacién del trabajo j en un

schedule se denota por € .

sea S =(s(1); s(2);...;5(n)) un schedule factible, en la que cada s(i) representa la posicion final de un trabajo

en la permutacion éptima; entonces los tiempos de culminacion se definen por (Chanas y Karspersky, 2004):
Ci= D, p
J s(1
Pl 1)
El objetivo de este tipo de problemas consiste en encontrar un schedule que minimice ijcj . Usando la notacion

de Graham, el problema a resolver en este trabajo, se denota por 1 ‘ZC‘JJCJ . Una metodologia clasica consiste en

el criterio de las proporciones de Smith (Lawler et al, 1993),, con la cual es posible encontrar un schedule 6ptimo

ordenando de manera no decreciente las proporciones Pj /@ esto viene dado a través del siguiente teorema.

Teorema 1. (Chanas y Kasperski, 2004). Un schedule S es 6ptimo para 1 2 oCy i y sélo si se cumple la

siguiente condicion:
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Psi) < Psi+1) @
D)y D)
La demostracion de este teorema se basa en un intercambio de posiciones del schedule que afectan la optimalidad

(Brucker, 1998; Chanas, y otros, 2004). A nivel computacional, este teorema brinda una solucién en tiempo

polinomial cuyo orden esta dado por O(nlogn) (Brucker, 1998).

Fuzzy Scheduling.
Fuzzy scheduling, es un tipo de problemas de scheduling en donde las variables de formulacion, funciones objetivo o
los ambientes de procesamiento presentan incertidumbre del tipo difusa. Para el desarrollo de este trabajo es necesario

presentar algunos resultados basicos de esta teoria.

Definicion 1. (Dubois et al, 1978). Un numero difuso A esun conjunto £z de la recta real R, convexo,

normalizado tal que:
a) o € R/ uz(%)=1 que suele llamarse moda.
b) A& escontinua a trozos.
todo namero difuso esta caracterizado por una funcion de pertenencia 4z R—-> [0:1] y ademas toda funcion de este

tipo también genera un nimero difuso. Consideremos el nimero difuso A=(ac, d,b), donde Mz (X) es el grado

de pertenencia de X al niimero difuso A gue tiene la forma:

0, x<a
f(x), a<x<c
uz(x)=4 1, c<x<d (3)
g(x), d<x<b
0, x>b
f (X) es una funcién semicontinua, estrictamente creciente en@ < X<C y Q(X) otra funcion estrictamente

decreciente en d <X <b_(ver Figura 1).
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A =(a,c,d,b)

a c d b

Figura 1. Representacion de un nimero difuso.

Si las funciones semicontinuas son lineales entonces se puede hablar de dos tipos de nimeros difusos: triangulares

(c =d) y trapezoidales (¢ = d).

Dados dos nameros difusos A y B las operaciones aritméticas difusas se pueden realizar utilizando el principio de
extension propuesto por Zadeh (Zadeh, 1999).

Hz.g = SUP min {ﬂ/x (X), a5 (X)}

Z=X*Yy (4)
En el caso de la multiplicacién por un escalar 4 € R se utiliza la definicion:
= ara 1 =0
pa()=1487 ) P ' ()
0) , para A =0.

Definicion 2. (Chanas y Kasperski, 2004). Si a € [0, 1], el & ~ corte de un ndmero difuso A esel conjunto:

_— sop(A) , para @=0
()= {{x/y;\(x)z a}, para a e (0] ©)

donde SOF(A)= [inf {X/,U;(X) > 0} ; SUp{X/,u;(X) > 0}] = [a, b]. Todo @ — corte define un intervalo cerrado.

Heilpern define el intervalo esperado de un nimero difuso A utilizando las siguientes funciones inversas a partir de
(3) (Heilpern, 1992):

Y

0‘} )
o } (8)

2 (cr) =inf {x/ 115(x)
0z (@) =sup{x/ u5(x)

asi, el intervalo esperado denotado por El [Z\] viene dado por:

\Y
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~ 1 1
El [A]=[|51A,E;\]=UO fﬂl(a)da,jogﬂl(a)da} ©)
El valor esperado de un nimero difuso, denotado por EV [Z\] es el valor medio entre sus extremos, definido como:
-1 EM+E2
EV[A]= =2 S (10)

Para dos nameros difusos A y B el intervalo esperado cumple con las condiciones de linealidad, esto es
EI|A+B]=EI|A]+EI[B] (11)
El [2A]= 2EI[A] (12)
Definicion 3. (Jiménez, 1996). Para cualquier par de nimeros difusos A y B, el grado en el cual A es mayor o

igual que B esel siguiente:

0 si Ef—EP <0
AR E, -E/ : A_pEB pA_B
M(A:B)= EA_EBZ_(ElA_EB),sme[El—EZ,EZ—El (13)
2 1 1 2
1 SIEA-EP >0

donde [ElA,E?] y [ElB,EZB] son los intervalos esperados de los nimeros difusos A y B . Cuando
M(A;B)=0.5 s dice que Ay B son indiferentes.

Algoritmo para 1 > @C;

La imprecision en los tiempos de procesamiento se representdé mediante numeros difusos de tipo triangular
p=(py. P, ps), el cual esta determinado por tres cantidades: P2 es el valor con méas posibilidad de ocurrencia,

P1 y Ps son los valores limites inferior y superior permitidos, respectivamente (ver Figura 2). Por ejemplo, estos

valores limite pueden interpretarse como el mas pesimista y el mas optimista, en funcion del contexto.
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P }72 P;

Figura 2. Numero difuso triangular

El algoritmo difuso, desarrollado para resolver el problema planteado, se basé en el criterio de la proporcion de Smith
(Lawler et al, 1993), que resuelve el problema de scheduling single machine, pero sin contemplar imprecision.

Sea P; = (p,—l, P2 p,-3) el tiempo de procesamiento de cada trabajo J = ... n}, las proporciones Z)'j = & se
[OF
]
obtiuvieron partir de (5). Para determinar el intervalo esperado de A utilizando (7) y (8) se calculd
] pu+alp,—p;)
f 1 — ] ] J
o (@) v (14)
] pis—alpi—p);)
9, (@) = =5, (15)

]
Se utiliz6 el intervalo esperado de cada proporcion como medida de comparacién para ordenar los trabajos en forma
no decreciente. Para cada par de proporciones, la medida en que 2 es mayor que 2« se determing usando (13).

A= (aij )nxn es una matriz cuadrada que se obtuvo aplicando la medida de comparacion entre todas las proporciones

obtenidas, es decir

ij (15)

_[M(5,.5,).siM(p,5;)>05
0 , otro caso

Fue necesario generar un indicador para esta matriz que establezca una relacion directa con el schedule 6ptimo. Para

ello se obtiene una secuencia de escalares i , tal que:

A = JZ_;au . (16)
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Mediante el ordenamiento de los escalares i en un vector, se determina el schedule optimo para el problema
1] |2 aC;.

El procedimiento para determinar el schedule dptimo esta dado por el siguiente algoritmo:
ALGORITMO PARA 1 > @,C,

Entrada. n: ndmero de tareas,

Pis---Po: Tiempos de procesamiento difuso de los trabajos
@, ;.- ; Pesos de los trabajos
salida. S: Schedule factible, >~ @;C;

Paso 1: Calcular las proporciones entre los trabajos.
Parai =1 hastan hacer

5i = %,
El[p]=[E" €2
Fin_para

Paso 2: Aplicar la medida de comparacion entre las proporciones de los trabajos

Para i =1 hasta n hacer
Para j = 1 hasta n hacer

si E/ —EJ <0 entonces

M lﬁi,ﬁjj=0
Sino . )
si Oe {Efi ~-E)EJ —EfiJ entonces
I Ef —E)
M [pi’pj]: F 52 l;} P
E2' _ElJ _(Ell _Ezl)
Sino
M I_ﬁi’ﬁjjzl
Fin_si
Fin_si
Fin_para

Fin_para
Paso 3: Generar la matriz de comparaciones y calcular los valores Ali)

Para i = 1 hasta n hacer
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Ali)=0:
Paraj=1hastan
si M |_pi!ij> 0.5 entonces
A(i1 J): M lﬁi’ﬁjj
Sino
A, j)=0
Fin_si
(i) = 2(3)+ A, j)
Fin_para
Fin_para

Paso 4: Ordenar en forma ascendente los elementos del vector A4 :(ﬂ(l);.,,; /1(”)) y guardarlo en el
vector V = (v(1);...;v(n)),

Paso 5: Obtencion del schedule 6ptimo

Hacer S = (S(1);...; s(n)), con s(k)= pos(v(k)), k =1....n_

donde POs(v(k)) indica la posicion de V(K) en el vector 4.
Paso 6: Se calculan los tiempos de culminacion.
Para j = 1 hasta n hacer

Calcular € usando @
Fin_para

Paso 7: Calcular la funcion objetivo > @;C;
Paso 8: Imprimir S, 2 ®,C,

Resultados y discusion

El algoritmo se implementé en C++. Consideremos el siguiente caso de estudio, un problema de 10 trabajos a ser

procesados en una maquina, con sus respectivos tiempos de procesamiento difusos y pesos (ver Tabla 4)

Tabla 4. Caso de estudio con 10 trabajos

Trabajo | Tiempo de procesamiento P; Pesos %]
1 (12,14,17) 5
(54,63,72)
(40,46 49)
(85,98,111)
(38,46,51)
(27,30,32)
(94,96,98)

~Nojo|bhlwiN
N|O1|0O [ |00|N
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8 (13,15,16) 3
9 (63,71,79) 4
10 (29,32,35) 6

Por ejemplo, para el trabajo 1, la duracion del tiempo de procesamiento estara entre las 12 y 17 unidades de tiempo,
con mayor posibilidad en las 14 unidades.

Al ejecutar el algoritmo, mediante el paso 1, se obtuvo las proporciones de los trabajos. En el paso 2, se les aplico la

medida de comparacion difusa. Con el paso 3, se obtuvo el vector 4 = (0; 7; 2,8039; 9; 2,74603; 4,5; 8; 1; 6;

1,9167). De acuerdo al paso 4, con los ﬂ(i) ordenados en forma ascendente, se formé el vector

V =(2D); 2(8); 2(20); A(5); A(3); A(6);A(9); A(2); AT); AUA))= (0; 1; 1,9167; 2,746; 2,8039;

4,5;6;7;8;9)

De acuerdo al paso 5, el schedule 6ptimo que minimiza el maximo tiempo de culminacién ponderada es:
S=(8;10;5;3;6;9; 2; 7; 4)

En la Tabla 5, obtenida del paso 6, se muestran los tiempos de culminacion para cada trabajo.

Tabla 5. Tiempos de culminacién para cada trabajo

Trabajo | Tiempo de procesamiento p; Tiempo de culminacion C;
1 (12, 14, 17) (12, 14, 17)
2 (54, 63, 72) (276, 317, 351)
3 (40, 46, 49) (132, 153, 168)
4 (85, 98, 111) (455, 511, 560)
5 (38, 46, 51) (92, 107, 119)
6 (27,30, 32) (159, 183, 200)
7 (94, 96, 98) (370, 413, 449)
8 (13, 15, 16) (25, 29, 33)
9 (63, 71, 79) (222, 254, 279)
10 (29, 32, 35) (54, 61, 68)

El schedule obtenido para el caso de estudio se representd mediante el diagrama de Gantt difuso (ver Figura 4)

L L L L
0 100 200 300

Figura 3. Diagrama de Gantt difuso para el caso de estudio
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El méximo tiempo de culminacién ponderada quedd minimizado por el schedule S y expresado en el nimero difuso

triangular.

10
> w,C; =(5681,6505,7164)
j=1

Es decir, al procesar los 10 trabajos en una maqguina, el maximo tiempo de culminacién ponderado puede ocurrir entre
5681y 7 164 unidades de tiempo, con méas posibilidad de ocurrencia en 6 505 unidades de tiempo. Los tiempos de
culminacién también son de manera triangular, esto se evidencia en la deformacion en los lados del poligono en la
representacion clasica del diagrama de Gantt. Puesto que se consider6 la imprecision en el tiempo de procesamiento
de los trabajos, el resultado de este algoritmo también presenta un makespan robusto, el cual qued6 determinado por

el tiempo de culminacidn del trabajo con mayor proporcién, para el caso de estudio, el trabajo 4.

e

|  C

1ax

455 5 l‘l 560

Figura 4. Makespan difuso para el caso de estudio
La robustez del makespan permite soportar la variabilidad de los tiempos de procesamiento de los trabajos en el

schedule éptimo, siendo el makespan con mas posibilidad de ocurrencia de 511 unidades de tiempo.

Se ha tomado como caso de estudio un problema con 10 trabajos, pero el algoritmo se comporta de manera similar
para una cantidad mayor de trabajos, demostrando en todas ellas su eficiencia para calcular el maximo tiempo de

culminacién ponderada y, sobre todo, la facilidad con la que se manipula la imprecision en estos entornos.

Conclusiones

El algoritmo, permite manejar la imprecision en los tiempos de procesamiento de los trabajos en un problema de
single machine donde intervienen prioridades o pesos en los trabajos. La solucion dptima obtenida se refleja en un
schedule robusto que soporta variaciones en los tiempos de procesamiento. De esta manera se proporciona una nueva

metodologia que puede modelar algunos problemas en donde una maquina sea capaz de procesar todos los trabajos
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gue se presentan en un taller. En trabajos futuros se pretende 1) Implementar un algoritmo eficiente para problemas
de single machine con restricciones de precedencia en el procesamiento de los trabajos, el cual corresponde a un
problema NP-hard. 2) Extender los algoritmos difusos para single machine, a problemas de maquinas paralelas u otros

entornos de maquinas.
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