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Resumen

La seleccion de una funcién de distancia adecuada es fundamental para los algoritmos de aprendizaje basados en
instancias. Tal funcién de distancia dicta el éxito o el fracaso de dichos algoritmos. Recientemente se ha demostrado
gue, incluso una simple transformacion lineal de las caracteristicas de entrada, puede conducir a mejoras
significativas en la clasificacion de los algoritmos como k vecinos mas cercanos (k-NN). Una de las principales
aplicaciones de estos algoritmos es su hibridacion con algoritmos de aprendizaje basados en instancias, aprendiendo
asi una funcion de distancia para la aplicacion especifica y no utilizando una funcion de distancia general; lo que ha
demostrado mejorar los resultados del aprendizaje. El presente articulo presenta una panoramica sobre el aprendizaje
de funciones de distancia y su modelado como un problema de optimizacion. Luego aborda diferentes enfoques de
aprendizaje a partir de la disponibilidad de informacion en forma de restricciones, enfocandose en el supervisado, y
bajo este los enfoques globales y locales. Ademas se describen modelos y estrategias de los algoritmos mas
representativos de cada enfoque.

Palabras clave: aprendizaje de funciones de distancia, clasificacion, k vecinos mas cercanos.

Abstract

The selection of a suitable distance function is fundamental to the instance-based learning algorithms. Such distance
function influences the success or failure of these algorithms. Recently it has been shown that even a simple linear
transformation of the input attributes can lead to significant improvements in classification algorithms as k-Nearest
Neighbour (k-NN). One of the main applications of these algorithms is in the hybridization with instance-based
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learning algorithms and in that sense learning a distance metric for the application at hand and not using a general
distance function; which has been shown to improve the learning results. This article presents an overview of distance
metric learning, and it is modeled as an optimization problem. It then discusses different approaches to learning from
the availability of information in the form of restrictions, focusing on supervised approach, and under it the global
and local ones. Further models and strategies of the most representative algorithms of each approach are described.

Keywords: classification, distance metric learning, k-Nearest Neighbours.

Introduccion

Uno de los métodos clasicos y mas simples para clasificacion basado en instancias es el de los k vecinos mas
cercanos, del inglés k-Nearest Neighbour (k-NN) (Cover and Hart, 1967). La regla de k-NN clasifica cada instancia
segun la clase mayoritaria entre los vecinos mas cercanos que se encuentran en el conjunto de entrenamiento
utilizando una funcién de distancia o similitud. Por la propia naturaleza de su regla de decision, la calidad de la
clasificacién del método depende de la manera en que se calculan las distancias entre las diferentes instancias.
Cuando no hay ningun conocimiento previo disponible, o incluso cuando hay conocimiento previo, la mayoria de las
implementaciones de k-NN utilizan la funcién de distancia Euclidiana (suponiendo que las instancias se representan
como vectores de entrada). La seleccion de una funcién de distancia adecuada es fundamental para un buen
comportamiento de cualquiera de los algoritmos de clasificacion basados en instancias, tales como k-Means (Hartigan
and Wong, 1979), el prototipo méas cercano (Hastie, et al. 2009), y otros. Las funciones de distancia como la
Euclidiana ignoran cualquier regularidad estadistica que existe entre los atributos de las instancias del conjunto de
entrenamiento (Bellet, et al. 2013; Kulis, 2012). Se puede adaptar la funcién de distancia en diversos campos como,
clasificacion (Davis, et al. 2007; Fu 2014; Luo, et al. 2015; Weinberger and Saul, 2009), vision por computadora (Fu,
2014; Guillaumin, et al. 2009; Hirzer, et al. 2012; Koestinger, et al. 2012), recuperacion de informacion (Lee, et al.
2008; McFee and Lanckriet ,2010; Schultz and Joachims, 2004) o bioinformatica (Kato and Nagano, 2010; Wang, et
al. 2012a), seglin el problema que se quiere resolver. Por ejemplo, si se quisieran clasificar imagenes de rostros segun
su edad y segun su género no seria 6ptimo utilizar la misma funcion de distancia para estos dos problemas, incluso si
en ambas tareas, las distancias se calculan entre el mismo conjunto de caracteristicas extraidas (por ejemplo, los
pixeles, histogramas de color) (Kulis, 2012). Motivados por estas cuestiones, un nimero de investigadores han
demostrado que se puede mejorar la efectividad de la clasificacion del algoritmo k-NN mediante el aprendizaje de
funciones de distancia a partir de un conjunto de entrenamiento (Friedman, 1994; Goldberger, et al. 2004; Martin, et
al. 2012; Wang, et al. 2012b; Weinberger, et al. 2006; Weinberger, and Saul 2009; Xing, et al. 2003; Zhang, et al.
2003). Estos métodos funcionan mediante la explotacion de informacion sobre las distancias entre las instancias que
esta intrinsecamente disponibles en las instancias de entrenamiento. Por ejemplo, en el problema de recuperacion de
informacion, restricciones del tipo “el documento ¢ es mas similar al documento a que al documento p ” pueden
ser escogidas mediante retroalimentacion a partir del comportamiento del usuario. Estas restricciones contienen
informacién importante para adaptar la funcion de distancia. En los casos supervisados, las restricciones se pueden
inferir a partir de las instancias de entrenamiento partiendo del principio de que “la distancia entre instancias de la
misma clase debe ser mas pequefia que la distancia entre instancias de clases diferentes”.
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En este trabajo, se abordan los aspectos generales del aprendizaje de funciones de distancia (en inglés Distance Metric
Learning), especificamente el enfoque supervisado de aprendizaje, asi como una revision de algunos de los
algoritmos mas representativos para evaluar su aplicabilidad a problemas de clasificacion basados en instancias.

Desarrollo
En esencia, el objetivo del aprendizaje supervisado de funciones de distancia es aprender una funcion (métrica) de

distancia, generalmente la distancia de Mahalanobis D,, (xi,xj)=\/(xi—xj)TM(xi—xj) , entre dos instancias

X, X; € X,y sus clases correspondientes y;, y; € Y para una aplicacion especifica, usando para ello informacion del

conjunto de entrenamiento. Para esto la mayoria de los algoritmos que aprenden una funcion de distancia tratan de
resolver un problema de optimizacién con restricciones, cuyo modelo tiene la forma siguiente (Bellet, Habrard and
Sebban 2013):

m
argmin L(M)=AR (M)+> (M,R),
M=£0 i=1
donde R es un regularizador sobre el parametro M, la funcién I.(M,R.) es la funcién costo que penaliza la
violacion de las restricciones R, y A es el pardmetro de regularizacion. Mientras que las formulaciones son

diferentes para cada modelo, las restricciones son uno de los dos tipos siguientes:
e Restricciones por pares:

S ={(xi,xj) 1% Y X; deben ser similares}

D :{(xi +X;) 1% Y X; deben ser disimilares}
e Restricciones relativas:
T :{(xi ,Xj, %) - X debe estar mas cercano al x; que xk}
Se trata de encontrar la matriz M que sea simétrica semidefinida positiva para garantizar que D,, (X;,X;) sea una

métrica valida. Luego la matriz M resultante se puede utilizar para mejorar el rendimiento de los algoritmos basados
en instancias. Es necesario acotar que la distancia de Mahalanobis se puede considerar como una generalizacion de la
distancia Euclidiana (ver figura 1). En particular, las distancias Euclidianas se recuperan haciendo que M sea igual a
la matriz identidad.
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Figura 1. Comparacion entre distancia Euclidiana y Mahalanobis: (a) distancia Euclidiana y (b) distancia de Mahalanobis. En
ambas figuras, la linea roja denota los puntos que estan a igual distancia del centro

En la bibliografia suelen utilizarse los términos funcion, métrica y seudométrica, de ahi que a continuacion se
presentan algunos términos basicos y propiedades las cuales, de cumplirse, definen al término en cuestion.

Definicion 1 (Métrica) La aplicacion D:X xX —R" sobre un espacio X se denomina una métrica si
VX, X;, X, € X se satisfacen las propiedades (Bellet, Habrard and Sebban, 2013):

1. D(x, X;)+D(x;,%) = D(x, X)) (desigualdad triangular).

2. D(x;, x;) =0 (no negatividad).

3. D(x, X;)=D(X;, ) (simetria).

4. D(x, X;) =0< x = X; (distinguibilidad).
En un sentido estricto, una funcion que satisface las tres primeras propiedades pero no la cuarta, se denomina
seudométrica. Visto esto se puede obtener una familia de métricas sobre el espacio y calculando la distancia
Euclidiana después de aplicar una transformacion lineal L sobre las instancias de entrada X'= LX. Esta métrica
calcula la distancia cuadrada sobre los datos transformados por L (Bellet, Habrard and Sebban, 2013; Kulis, 2012):

D (%.x)=[[LO¢—x)IF @

La transformacion lineal en la ecuacion esta parametrizada por la matriz L. Esta demostrado que la ecuacion (1)
define una métrica valida si L es una matriz de rango completo. La distancia cuadrada se puede expresar en el

término de la matriz M = L' L. Cualquier matriz M formada por esta via, se garantiza que es semidefinida positiva,
es decir, no tiene valores propios negativos. Entonces, la distancia pudiera calcularse de la siguiente manera:

Editorial “Ediciones Futuro” 17
Universidad de las Ciencias Informaticas. La Habana, Cuba
rcci@uci.cu


http://rcci.uci.cu/
mailto:rcci@uci.cu

Revista Cubana de Ciencias Informaticas
Vol. 9, No. 2, Mes abril-junio, 2015
ISSN: 2227-1899 | RNPS: 2301

http://rcci.uci.cu
Péag. 14-28

Dy (Xi'xj)

LG =x) I

(L(xi — X ))T (L(xi — X ))
(Xi _Xj)T I—T L(Xi _Xj)

(Xi _Xj)TM(Xi_Xj)

Coincidiendo con la distancia de Mahalanobis:
T
DM(Xian):(Xi_Xj) M(Xi_xj) (2)
Originalmente, este término era utilizado para describir las formas cuadraticas en distribuciones gaussianas
(Mahalanobis, 1936), donde la matriz M desempefié el papel de la matriz de covarianza inversa. Aqui se usa

M eS¢, donde S’ es el cono de las matrices simétricas semidefinidas positivas d xd de valores reales (ver la

figura 2). Entonces, la distancia de Mahalanobis se puede parametrizar en funcién de la matriz L o de la matriz M
aumentando asi las posibilidades de modelacion. Se debe tener en cuenta que la matriz L define de forma Unica a la
matriz M , mientras que la matriz M define L hasta la rotacién, es decir, que no afecta el calculo de las distancias.
Esta equivalencia sugiere dos enfoques diferentes de aprendizaje de funciones de distancia. En particular, se puede
estimar una transformacion lineal L o estimar una matriz positiva semidefinida M . Noétese que en el primer
enfoque, la optimizacion es sin restricciones, mientras que en el segundo enfoque, es importante para hacer cumplir la
restriccion de que la matriz M sea semidefinida positiva. Por lo general es mas complicado resolver un problema de
optimizacién con muchas restricciones, sin embargo, este segundo enfoque tiene ciertas ventajas que se exploran en
las secciones posteriores. Muchos investigadores han propuesto formas de estimar la distancia de Mahalanobis con el
propésito de calcular distancias en la clasificacion k-NN (Bar-Hillel, et al. 2003; Chen and Sun, 2010; Hastie and
Tibshirani, 1996; Semerci and Alpaydin, 2013; Weinberger, Blitzer and Saul, 2006; Weinberger and Saul, 2009). Para
la clasificacion k-NN, se busca una transformacion lineal tal que los vecinos méas cercanos calculados a partir de las
distancias en la ecuacion (2) compartan las mismas etiquetas de clase.
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Figura 2. El cono Sf de matrices 2x 2 semidefinidas positivas de la forma LB ﬂ} (Kulis, 2012)
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Existen varias categorizaciones para los algoritmos que aprenden una funcion de distancia (Bellet, Habrard and
Sebban, 2013) pero, dependiendo de la disponibilidad de las instancias de entrenamiento, los algoritmos para el
aprendizaje de funciones de distancia se pueden dividir en dos categorias: aprendizaje supervisado de funciones de
distancia (en inglés supervised distance metric learning) y aprendizaje no supervisado de funciones de distancia (en
inglés unsupervised distance metric learning). Este articulo se centra en la categoria de aprendizaje supervisado. A
diferencia de la mayoria de los algoritmos de aprendizaje supervisado donde las instancias de entrenamiento son
etiquetadas a partir de sus clases, en los algoritmos supervisados de aprendizaje de funciones de distancia, las
instancias de entrenamiento se convierten en restricciones por parejas: restricciones de equivalencia, son los pares de
instancias que pertenecen a las mismas clases, o sea los que conforman el conjunto S definido anteriormente y
restricciones no equivalentes que son los pares de instancias que pertenecen a diferentes clases, definidos en el
conjunto D . Otra dimensién que sirve para caracterizar el aprendizaje supervisado de funciones de distancia es el
alcance de las restricciones. Si las restricciones se forman en la vecindad de cada ejemplo de aprendizaje entonces se
denomina local, en otro caso se denomina global. A continuacién, en las siguientes secciones, se detallan algunos
aspectos del aprendizaje supervisado de funciones de distancia tanto global como local.

Resultados y discusion

Aprendizaje supervisado global de funciones de distancia

Los algoritmos bajo esta categoria aprenden una funcion de distancia que garantiza la cercania de todas las instancias
de datos de la misma clase y que separa todas las instancias de datos de diferentes clases (Bar-Hillel, et al. 2005;
Davis, Kulis, Sra and Dhillon, 2007; Fisher, 1936; Globerson and Roweis, 2005; Jolliffe, 2005; Koestinger, Hirzer,
Wohlhart, Roth and Bischof, 2012; Shental, et al. 2002; Xing, Ng, Jordan and Russell, 2003). EI método mas
representativo de esta categoria es el propuesto por (Xing, Ng, Jordan and Russell, 2003), que formula el aprendizaje
de funciones de distancia como un problema de programacion convexa restringida (en inglés constrained convex
programming). Este método aprende una funcion de distancia globalmente que minimiza la distancia entre los pares
que forman las restricciones de equivalencia sujetos a la restriccion de que los pares no equivalentes estan bien
separados. A continuacion se abordan especificidades de las restricciones por pares. Luego, se hace un estudio de los
modelos de aprendizaje supervisado global de funciones de distancia propuestos en (Xing, Ng, Jordan and Russell,
2003) y (Davis, Kulis, Sra and Dhillon, 2007). Por ultimo, se presentard un modelo probabilistico de aprendizaje de
funciones de distancia.

Restricciones por pares

Como se ha abordado anteriormente, y a diferencia del aprendizaje supervisado tipico donde cada instancia de
entrenamiento se anota con su etiqueta de clase, la informacion de la clase en el aprendizaje de funciones de distancia
se especifica generalmente en forma de restricciones por pares: (1) las restricciones de equivalencia, que establecen
que los elementos de un par determinado son similares y deben estar cerca en el espacio métrico inducido por la
funcion de distancia aprendida, y (2) las restricciones no equivalentes, que indican que dos instancias determinadas
son diferentes y por tanto no deben estar cercanos en tal espacio. La mayor parte de los algoritmos de aprendizaje
tratan de encontrar una funcién de distancia que mantiene juntos a todos los pares que forman parte de las
restricciones de equivalencia, mientras que separa las instancias que forman parte de las restricciones no equivalentes.
En (Domeniconi and Gunopulos, 2001), proponen un algoritmo que ajusta los pesos de los rasgos adaptativamente
para cada instancia de prueba, reflejando asi la importancia de las caracteristicas en la determinacion de la etiqueta de
la clase de las instancias de prueba. En (Friedman, 1994), la funcidn de distancia también se modifica en dependencia
de la region donde se localiza la instancia a clasificar. En (Bar-Hillel, Hertz, Shental and Weinshall, 2003; Xing, Ng,
Jordan and Russell, 2003), la funcién de distancia es explicitamente aprendida para reducir al minimo la distancia
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entre instancias de datos dentro de las restricciones equivalentes y maximizar la distancia entre instancias de datos en
las restricciones no equivalentes.

Aprendizaje supervisado global de funciones de distancia por programacion convexa
Por lo general, y dadas las restricciones de equivalenciaen S y las de no equivalenciaen D esta categoria conduce a
problemas de programacion convexa, como en (Xing, Ng, Jordan and Russell, 2003):

min > (% =x)"M (% —X;)

M espdxd
< (% .X})eS

sa. M+0, > \/(xi—xj)TM(xi—xj)zl

(%,x;)eD

Debe tenerse en cuenta que la restriccion como un problema semidefinido positivo M &+ O es necesaria para
garantizar las propiedades de no negatividad y de desigualdad triangular entre dos instancias de datos. Aunque el
problema cae en la categoria de programacion convexa, no puede ser resuelto de manera eficiente debido a que no
puede ser modelado como un problema de programacion cuadratica ni programacion semidefinida. En primer lugar,
no cae en ninguna clase especial de programacion de convexa, tales como la programacion cuadratica (Gill, et al.
1981) y la programacién semidefinida (Vandenberghe and Boyd, 1996). Como resultado, s6lo puede ser resuelto por
el enfoque genérico, que es incapaz para tomar ventaja de las caracteristicas especiales del problema. En segundo
lugar, como se sefial6 en (Zhang, Kwok and Yeung, 2003), el nimero de parametros es casi cuadratico con respecto al
namero de rasgos. Esta propiedad es dificil de escalar a un gran nimero de rasgos. Otra desventaja es que es incapaz
de estimar la probabilidad de que cualquiera de las instancias de datos comparta la misma clase (Bellet and Habrard,
2012). A continuacion se describe un algoritmo representativo de este enfoque.

Information Theoretic Metric Learning (ITML)

En (Davis, Kulis, Sra and Dhillon, 2007) adoptaron un enfoque de teoria de la informacién para optimizar la matriz
M bajo una amplia gama de posibles restricciones y el conocimiento previo de la distancia de Mahalanobis. Esto se
realiza mediante la regularizacion de la matriz M tal que sea lo méas cercana posible de una matriz M, conocida
previamente. Esta cercania se interpreta como una divergencia Kullback-Leibler (KL) entre las dos matrices
gaussianas correspondientes a My M, respectivamente. Tipicamente, las otras restricciones son de la forma

Dy (X;,X;) < u paralos pares positivos y D, (X;,X;) > 1 para los pares negativos. El equilibrio entre la satisfaccion
de las restricciones y la regularizacion se controla en la funcion objetivo utilizando un pardmetro adicional y . Los
parametros M, , restriccion superior U, restriccion inferior | tienen que ser proporcionados:

: : : pCX; My)
KL(p(x;M X; M)) = X;M,) log ——=dx
(POG Mo) 1l p(x; M) = [ p(x; M) log o
La distancia KL proporciona una medida fundada de cercania entre dos funciones de distancia de Mahalanobis y
constituye la base problémica del modelo. Teniendo en cuenta las parejas de instancias similares S y parejas de
diferentes clases D, el problema de aprendizaje de funciones de distancia resulta en:
argmin - KL(p(x;M,) || p(x;:M))

M+0
s.a. Dy (%, X)) <u,  (X;,X;) €S
Dy (X, %) =1, (x;,%;) €D
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Se demostré en (Davis, Kulis, Sra and Dhillon, 2007) que la funcion objetivo se puede expresar como un tipo
particular de la funcién Divergencia Bregman, que se permite adaptar al método de Bregman (Censor, 1997) para
resolver el aprendizaje de funciones de distancia. También, se muestra una similitud con un problema propuesto del
tipo low-rank kernel learning (Kulis, et al. 2006), lo que permite la kernelizacién del algoritmo.

KL(PO:My) PG M) =3 D, (M5, M) =2 D, (M, M)

Donde las matrices M y M son de tamafio d xd y:
Dy (M,M,) =tr(MM;") —log det(MM,*) —n
Se puede aprovechar la equivalencia para expresar el problema de aprendizaje de distancia de la siguiente manera:

arg min tr(MM,") —logdet(MM;*) —n.

s.a. tr(M(x —x;)(x —x;)" <u, (x;,x;) €S
tr(M(x —x;)(x —x;)" =1, (x;,x;)eD

La optimizacion se basa en la proyeccién Bregman, que proyecta la solucion actual en una Unica restriccion a través
de la regla de actualizacion:

Mt+1 = Mt +ﬂMtCith
Una limitacion de ITML es que la seleccion de la matriz M, puede tener una influencia importante en la calidad de
la funcion de distancia M .

Enfoque probabilistico para aprendizaje de funciones de distancia global

Dada la complejidad de calculo del problema de optimizacién originalmente descrito en (Xing, Ng, Jordan and
Russell, 2003; Ying and Li, 2012), para simplificar el calculo, un método probabilistico de aprendizaje de funciones
de distancia global puede ser establecido sobre la base de la formula. Siguiendo la idea de (Friedman, 1994), se asume
un modelo de regresion logistica en la estimacién de la probabilidad de que cualquiera de las dos instancias de datos

X; y X; compartan la misma clase, es decir:
1

1+exp(-y; ; (Hxi —X H; — 1))

B 1 (Xi,X;) €S
y‘j_{—l (x;,x;)eD

El parametro 4 representa el umbral y dos puntos de datos X; y X; tendran la misma etiqueta de clase sdlo cuando

Pr(yi,jlxiixj):

. . 2 . N
su distancia Hxi —X; HM sea menor que el umbral g . Entonces el logaritmo total de verosimilitud tanto de las

restricciones equivalentes S como de las restricciones no equivalentes D se expresa como:
L, (A, 1) =log Pr(S) +log Pr(D)
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Usando la estimacién de méxima verosimilitud, se puede plantear el problema de aprendizaje de funciones de
distancia en el siguiente problema de optimizacion:
min L (M, u)

MeR™ eR (3)
saM+0,u>0
La dificultad con la solucion de la férmula (3) se encuentra en la restriccion M + 0 semidefinida positiva. Para
simplificar los calculos, se modela la matriz M , utilizando el espacio propio de instancias. Sea T = (X;,X,,...,X,)
el conjunto de vectores que incluye todas las instancias de conjuntos de entrenamiento usadas por las restricciones en

1o ., .
S yD; luego, sea M =H X xiT los pares de la correlacion entre dos rasgos cualesquiera y sean {vi}iK=1 los
mejores K (K < d ) vectores propios de la matriz M , siendo M una combinacién lineal de los K vectores propios:

K
M:ZyxiXiT,;/ZO,izl,...,K (4)

i=1
Donde (7,,...,7x) son los pesos no negativos para la combinacion lineal, entonces usando la forma paramétrica (4),
la ecuacion (3) se escribe como:

K
min o L@k u) - Z) log(1+ eXp(—kZ;,nWik, )
< k
— > log(L+exp(=D 7 W + 1))
(%,x;)eD k=1
k T
Wi =(Xi_xj) M(Xi_xj)
s.a u=0,720/i=1..,K

El problema de optimizacion anteriormente descrito es un problema de programacién convexa que puede ser resuelto
aplicando el método de Newton. Ademas, el método anterior permite el aprendizaje no supervisado. Esto es debido
que la matriz M puede ser construida utilizando tanto los datos etiquetados como los no etiquetados.

Aprendizaje supervisado local de funciones de distancia

Segin (Hastie and Tibshirani, 1996) y (Friedman, 1994), el método k-NN depende de que las probabilidades
condicionales de la clase del vecino mas cercano local sean constantes. Este supuesto podra atenuarse si se asume que
la probabilidad condicional en la vecindad de instancias de prueba es suave o una funciéon de cambio lento. Sin
embargo, este supuesto no es necesariamente cierto, ya que por ejemplo, para el area cerca de la frontera de decision
entre las dos clases, se espera que las etiquetas de clase cambien drasticamente. En otras palabras, el objetivo de la
adaptacion de aprendizaje es obtener una vecindad de una instancia de prueba dado con una alta consistencia en la
asignacion de etiquetas de clase. Ademas de los algoritmos para el aprendizaje de funciones de distancia, varios
articulos (Domeniconi and Gunopulos, 2001; Friedman, 1994; Zhang, Kwok and Yeung, 2003) presentan enfoques
para aprender las funciones durante la etapa de clasificacion. Este enfoque permite mejorar los resultados del
algoritmo k-NN. En especifico, estos enfoques modifican los pesos de rasgos basados en las instancias de prueba.
Estos enfoques se conocen como algoritmos de aprendizaje adaptables. A continuacion se presentan algunos
algoritmos representativos de este enfoque (Yang and Jin, 2006).

Local Linear Discriminative Analysis
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Este clasificador hace una transformacién lineal del espacio de representacion de los atributos y para ello encuentra
los vectores propios de la matriz T=S.'S, . Aqui S, denota la covarianza entre las clases, y S, denota la

covarianza inter-clase. La matriz SV‘V1 captura la densidad de cada clase, y la matriz S, representa la separacion de la
clase. Asi, los vectores propios principales de T mantendran las instancias de datos de la misma clase cerca y las
instancias de datos de diferentes clases separados. Luego se forma una matriz de transformacion S; apilando los
vectores propios de T junto a los rasgos discriminatorios y se calcula como y =S, X , donde X es la entrada de

instancias de prueba.
Basado en el método Linear Discriminant Analysis (LDA) (Fisher, 1936), (Hastie and Tibshirani, 1996) propone

localizar tanto S, como S, a través de un procedimiento iterativo: inicializa la funcién de distancia X como una
matriz idéntica, es decir, se parte de una distancia Euclidiana. En el primer paso, se calcula S, y S, utilizando los
puntos que se encuentran en las cercanias del punto de prueba X, medido por la X. En el segundo paso, los

estimados de S, y S, se utilizan para actualizar X de la siguiente manera:
1 1 1 1

> =S,2[S,%S,S,2 +¢l]S,2
1 1
=S, 2[S; +£11S, 2

Neighborhood Components Analysis (NCA)

El algoritmo Neighborhood Components Analysis (NCA) propuesto en (Goldberger, Roweis, Hinton and
Salakhutdinov, 2004) aprende una distancia de Mahalanobis para el clasificador k-NN maximizando la validacion
cruzada leave-one-out. A continuacion se presenta la esencia del algoritmo.

El conjunto de datos etiquetados se denota por Z ={(X,,¥,),-.- (X,,¥,)}. Para garantizar que la matriz de distancia
aprendida sea simétrica y semidefinida positiva (Goldberger, Roweis, Hinton and Salakhutdinov, 2004) asume que

M tiene la forma M =L"L donde L puede ser cualquier matriz. Esta forma paramétrica garantiza que la distancia
entre dos instancias de datos U e V serd positiva, dado el hecho de que

Dy, (U,v) = (u-v)" M (U-v) = (Lu—Lv)" (Lu—Lv)
Dado una instancia X;, un vecino soft de X; se define por p, ;, que es la probabilidad para seleccionar X; como el

vecino de X;, que comparte la misma etiqueta de clase con X; . La probabilidad p; ; se define como:
2
B exp(—” Lx; — LX; H )
ij 2
> exp(|Lx — Lx )

ki

El conjunto de instancias que comparten la misma clase con X, se denota por C, ={j|y, = yj}. Entonces, la

probabilidad de clasificar correctamente X, se expresa p; = Z P, » y el numero esperado de puntos clasificados
jeGi

correctamente es f (L) = z P, . Tomando la derivada de f (L) con respecto a primer orden, se obtiene:
i=1
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af n
~ ZLZ piz pi,k (Xi _Xk)(xi _Xk)T - Z (Xi _Xj)(Xi _Xj)T
oL i=1 k=i jeC;
En lugar de utilizar la exactitud promedio de clasificacion, (Goldberger, Roweis, Hinton and Salakhutdinov, 2004)
sugiere el uso de la validacion cruzada dejando uno fuera de la funcion objetivo f (L), es decir:

f(L)=Y log(3 p,,)

jeC;
NCA tiene los siguientes inconvenientes:

o NCA sufre del problema de escalabilidad ya que su funcidn objetivo se diferencia de la matriz de distancia y
el nimero de parametros en L tiene una dependencia cuadratica del nimero de atributos. Por lo tanto, la
actualizacion de la matriz de distancia alcanzara una dimension intratable para problemas medianos.

e Elalgoritmo de ascenso del gradiente propuesto por NCA no garantiza la convergencia a maximos locales.

e NCA tiende a sobre-aprendizaje de los datos de entrenamiento si el nimero de instancias de entrenamiento es
insuficiente. Esto ocurre a menudo cuando las instancias de datos estan representadas en el espacio de alta
dimension.

Large Margin Nearest Neighbour Metrics (LMNN)

En (Weinberger, Blitzer and Saul 2006; Weinberger and Saul, 2009) introdujeron un método que aprende una matriz
de distancia M para mejorar los resultados de k-NN conocido por LMNN. La intuicion es que para cada instancia la
funcion de distancia debe hacer que sus k vecinos méas cercanos de la misma clase ---vecinos objetivos--- estén mas
cerca entre si que las instancias de clases diferentes. La funcidn objetivo se compone de dos términos: el primer
término minimiza las distancias entre los vecinos objetivos, mientras que el segundo término es una funcién de
pérdida que penaliza la existencia de instancias de clases diferentes en la vecindad definida por los vecinos objetivos
mas un margen fijo. En lugar de usar las restricciones por pares, como en los casos anteriores, este algoritmo aprende
a partir de restricciones relativas (i, j,1). La métrica aprendida M tiene que cumplir que la distancia entre los

vecinos X; y X; debe ser menor que la distancia entre X; y X, . Segun las definiciones anteriores X; seria un vecino

objetivo y X, un impostor, siempre relativo a la instancia X, . Este tipo de restricciones permite tener en cuenta el
comportamiento local del algoritmo de los vecinos mas cercanos, realizandose a través de la siguiente funcién
objetivo:
r,mg ZDM (Xiixj)+luz @- ;)& (M)
jioi (i)
El primer término de la ecuacion minimiza la distancia entre los vecinos objetivos X;, X;, indicado por j i . El
segundo término denota la cantidad de impostores que invaden el perimetro de i y j. Un impostor | es una entrada

de diferentes clases (y; =0) que tiene una variable de holgura positiva &;(M) =0

é:ijl (M)=1+ D|\2/| (Xi’Xj)_DI\ZII (Xi’XI)'
En la figura 3 se ilustra la idea de la clasificacion de LMNN. Antes del aprendizaje, una instancia cualquiera tiene
tantos vecinos objetivos como impostores en su vecindad. Durante el aprendizaje, los impostores son empujados fuera
del perimetro establecido por los vecinos objetivos. Después de aprender, se crea un margen finito entre el perimetro
y los impostores. La figura 3 muestra la idea donde los errores de clasificacion de k-NN en el espacio original son
corregidos por el aprendizaje de una transformacion lineal apropiada.
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Figura 3. Esquema de una entrada de datos antes del entrenamiento y después del entrenamiento (Weinberger, Blitzer and Saul
2006; Weinberger and Saul, 2009)

La funcidn de pérdida es una funcion convexa de los elementos en la matriz M . En particular, el primer término de
la funcién de pérdida (penalizando a las grandes distancias entre los vecinos objetivos) es lineal en los elementos de
M , mientras que el segundo término (que penaliza a los impostores) se deriva de la pérdida de articulacion convexa.
Para formular la optimizacion de la ecuaciéon de pérdida se puede utilizar un programa semidefinido (SDP por sus
siglas en inglés: Semidefinite Program), sin embargo, para resolverla, hay que convertirla en una forma més estandar.

Un SDP se obtiene mediante la introduccion de variables de holgura que imitan el efecto de la pérdida. En particular,

se introducen las variables no negativas de holgura &; para todas las ternas de vecinos objetivos (jr—1) y los

impostores X, . La variable holgura &; >0 se utiliza para medir el margen en que se viola la desigualdad en la

ecuacién de pérdida. Se introducen las variables de holgura para controlar estas violaciones de margen y obtener el
SDP:

argh;nin (L) D O =X) M (X =x))+ 4D (L= ¥;)&;

S.a.

1) (X _X|)T M (% —x) = (% _Xj)T M (x; _Xj) 21-&;
(2 &y =0

3) M=£0

Mientras que los SDP en esta forma pueden ser resueltos por los paquetes de software estadisticos estandares, los
solucionadores de propdsito general tienden a decrecer notablemente la calidad de los resultados en cuanto aumenta el
nimero de restricciones. Para este algoritmo, se implementé un método propio especial, aprovechando el hecho de

que la mayoria de las variables de holgura & nunca alcanzan valores positivos. Las variables de holgura &;; son
dispersas porque la mayoria de las entradas X, y X, estan bien separadas con respecto a la distancia entre X; y
cualquiera de sus vecinos objetivos X; . Estos resultan en muy pocas restricciones activas en el SDP, por lo tanto, se
puede lograr un gran aumento de velocidad de procesamiento mediante la resolucion de un SDP que s6lo supervisa
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una fraccion de las restricciones de margen. Luego se utiliza la solucion resultante como punto de partida para el
SDP.

Conclusiones

El desarrollo de métodos para el aprendizaje de funciones de distancia a partir de los datos ha tenido un desarrollo
imponente en los ultimos afios. En su mayoria los enfoques se caracterizan por formular un problema de optimizacion
a partir de restricciones que se obtienen de las instancias de aprendizaje. EI proceso de minimizacion o maximizacion
de la funcion objetivo que codifica las restricciones se realiza mediante un costoso algoritmo iterativo. Estos métodos,
cuando se utilizan de conjunto con un clasificador vago como el k-NN, permiten incrementar la calidad de la
clasificacion al costo de una complejidad computacional alta. En el estudio realizado se abordaron aspectos generales
del aprendizaje de funciones de distancia asi como su aplicabilidad a la mejora de algoritmos de clasificacion basados
en instancias. Dentro del enfogque supervisado se distinguieron dos categorias que dependen de la forma en que se
obtienen las restricciones, esto es, en la vecindad de cada instancia (local) o en todo el espacio de representacion
(global). En cada categoria se detallaron las ideas detrds de las implementaciones de los algoritmos mas
representativos. Este trabajo resulta de utilidad para comprender la esencia del aprendizaje de funciones de distancia y
facilita la seleccién de que algoritmos aplicar dada la disponibilidad de informacién en forma de restricciones.
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