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RESUMEN

El desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios en la matematica discreta de la
carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas (ICI) no esta completo si el estudiante no es capaz de
realizar la demostracion de proposiciones combinatorias. Por otra parte, el dominio de las
técnicas de demostracion constituye una herramienta esencial para el aprendizaje de la
Informatica y el desarrollo de las habilidades profesionales. Sin embargo, tanto la resolucién de
problemas combinatorios, como la realizacibn de demostraciones constituyen contenidos
retadores para numeros significativos de estudiantes. En la primera parte de esta comunicacion se
describen algunos antecedentes tedricos que explican las causas de tal dificultad. Acto seguido, se
ofrece un conjunto de presupuestos que resultaron aplicados en el trabajo cientifico-metodologico
del colectivo de profesores de Matematica Discreta con el objetivo de aprovechar las ventajas que
ofrece el trabajo con las demostraciones matematicas en el desarrollo de la habilidad resolver
problemas combinatorios. Finalmente se ofrecen los resultados de un test para evaluar los niveles
de satisfaccion de los docentes en cuanto a la aplicacion de la propuesta realizada en esta

comunicacion.
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ABSTRACT

The development of the ability to solve combinatorial problems in discrete mathematics of the
Informatics Sciences Engineering (ICI) career is not complete if the student is not able to carry
out the demonstration of combinatorial propositions. On the other hand, mastery of
demonstration techniques is an essential tool for learning Computer Science and developing
professional skills. However, both solving combinatorial problems and carrying out proofs
constitute challenging contents for significant numbers of students. The first part of this
communication describes some theoretical background that explains the causes of such difficulty.
Immediately afterwards, a set of budgets is offered that were applied in the scientific-
methodological work of the group of Discrete Mathematics teachers with the aim of taking
advantage of the advantages offered by working with mathematical demonstrations in the
development of the ability to solve combinatorial problems. Finally, the results of a test are
offered to evaluate the levels of satisfaction of teachers regarding the application of the proposal
made in this communication.
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INTRODUCCION

La teoria combinatoria constituye una de las bases fundamentales de las Ciencias Informaticas,
por tal motivo y a partir de las recomendaciones de las organizaciones: The Joint Task Force on
Computing Curricula (2013) (ACM), Association for Engineered Systems (AIS) y la The Joint
Task Force on Computing Curricula (2014)

(IEEE), en el plan de estudio E de la Carrera Ingenieria en Ciencias Informéticas (ICI)
(Ministerio de Educacién Superior, 2019) este contenido constituye uno de los temas basicos de

las Matemética Discretas.



Sin embargo, el desarrollo del pensamiento combinatorio en los estudiantes no resulta una tarea
facil, conspira contra ello la variedad de tipos de problemas, que no siempre se alcanza la
interpretacion eficiente de sus textos, confusiones acerca de qué métodos de solucién aplicar
considerando los datos y restricciones dadas, y el pobre dominio de los recursos para comprobar
las soluciones obtenidas. Autores como (Batanero, Godino, & Navarro-Pelayo, 1997);
(Loockwood, 2013); (Loockwood, 2014); (Lockwood, 2015); (Peralta, 2015); (Godino &
Batanero, 2016); (Chen, 2017); (Mneimneh, 2017); (Meika & Suryadi, 2018); (de Hierro,
Batanero, & Beltran-Pellicer, 2018); (Gordon, 2019) confirman estas dificultades.

Durante los cursos 2017-2018 y 2018-2019 los resultados de promocion en la Facultad
Introductoria de Ciencias Informaticas de la UCI no alcanzaron los niveles de calidad deseados,
en gran parte por la influencia de los factores sefialados en el parrafo anterior.

Para dar solucion a la problematica anterior, los autores de la presente comunicacion se
encuentran inmersos en una investigacion que busca contribuir al desarrollo de la habilidad
resolver problemas combinatorios en la carrera ICI, esta pesquisa se realiza en el marco del
programa doctoral del Centro de Referencia para la Educacion Avanzada (CREA) de la
Universidad Tecnoldgica de la Habana José Antonio Echeverria (CUJAE) y debe conducir al
disefio e implementacion de una concepcién tedrico-metodoldgica.

Entre los hallazgos investigativos relacionados con el desarrollo de la habilidad resolver
problemas combinatorios mediante el trabajo con las demostraciones, se caracterizan las

colecciones de ejercicios que se les proponen a los estudiantes de la siguiente forma:

e La mayoria de los ejercicios combinatorios constituyen problemas de texto de tipo
cerrado, por lo que no se evidencia la necesidad de demostrar o probar alguna hipétesis.

e Es pobre la variedad de los ejercicios que incluyen demostraciones, ya que solo se trabaja
la comprobacion de identidades combinatorias y los ejercicios de aplicacion del principio
de las casillas.

e Las colecciones de ejercicios combinatorios que se orientan en el estudio independiente
no vienen acompainadas de respuestas.

Se esta de acuerdo con Alsina and Nelsen (2021) cuando sefiala que “Las demostraciones son el

corazon de las matematicas. Ademas de ser fundamentales para su desarrollo, proporcionan



nuevas formas de razonamiento, y abren nuevas perspectivas para la comprension de las
profundas cuestiones que plantean” (p. 15)

Dado que el aprendizaje del arte de demostrar influye directamente en el desempeio profesional
del futuro Ingeniero en Ciencias Informadticas, la presente comunicacion tiene como objetivo
reportar las experiencias del colectivo de profesores de Matematica Discreta en la incorporacion
de ejercicios de demostracion, que no resultan tradicionales, a las colecciones de ejercicios que se
le proponen a los estudiantes, para asi complementar el desarrollo de la habilidad resolver
problemas combinatorios. Se destacan también cuestiones relacionadas con el tratamiento
didactico que requiere este tipo de ejercicios y que se deben abordar en las sesiones de

preparacion metodologica.

MATERIALES Y METODOS

Para la realizacion de la presente comunicacion se aplicaron los métodos tedricos analitico-
sintético e historico-logico. Resultd esencial la consulta de libros, articulos y documentos de la
web. Se aplicé un test de satisfaccion a los profesores del colectivo de Matemaética Discreta para
conocer sus niveles de satisfaccion en cuanto a la efectividad de la aplicacion de ejercicios de

demostracion en el desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios.

DESARROLLO

En el plan de estudios E de la carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas (Ministerio de
Educacion Superior, 2019), se le brinda gran importancia a la demostracion de propiedades. En
las indicaciones metodoldgicas y de organizacion de la disciplina matematica de este plan se
resalta que:

“El trabajo con los conceptos, los simbolos y las demostraciones de propiedades de los objetos
matematicos contribuye al desarrollo del pensamiento l6gico y de la capacidad de razonamiento
de los estudiantes” (p. 74).

Por otra parte, en lo relacionado con la disciplina Inteligencia Computacional de este propio plan
de estudios se incluye dentro del sistema de conocimientos de la Matematica Discreta la
demostracion de teoremas, constituyendo una habilidad esencial la aplicacion de las técnicas de
demostracion correspondientes (demostraciones directas, indirectas, por el absurdo y de

refutacion).



En las indicaciones metodoldgicas y de organizacion de la disciplina Inteligencia Computacional
se destaca la importancia de “ir de lo simple a lo complejo, mostrando la relacion de los
contenidos previos con los posteriores, tanto de la disciplina en si como con otras de las
disciplinas” (Ministerio de Educacion Superior, 2019).
Los autores de la presente comunicacién coinciden con profesores de experiencia de las
matematicas continua y discreta, en cuanto a que el aprendizaje de las técnicas de demostracion
no resulta facil para una cantidad importante de estudiantes. En tal sentido Arnaiz and Garcia
(2014) identifica entre las causas de esta mala asimilacion a la existencia de diferencias
sustanciales entre el razonamiento l6gico matematico y el que traen muchos estudiantes y al
respecto sefiala tres factores que afectan la incorporacion del razonamiento l6gico correcto en los
esquemas mentales de los estudiantes:
1. El reducido énfasis que se le da a las demostraciones matematicas en la ensefianza
secundaria.
2. Laforma en que ciertas palabras o frases del habla ordinaria son interpretadas difiere de la
que deberia ser en el razonamiento deductivo formal.
3. Las dificultades experimentadas por los estudiantes en la comprension y empleo de
declaraciones que involucran variables, tanto en relacion con la l6gica de predicados

como para interpretar ciertos tipos de variables matematicas (p. 2).

Los autores de esta comunicacidon coinciden con las ideas sefialadas por (Arnaiz & Garcia,
2014)], en tal sentido:

e No solo es bajo el énfasis en la realizacion de demostraciones matematicas en el nivel
secundario, esto se manifiesta también en los restantes niveles.

e Dado el valor educativo y el impacto que tiene la realizacion de demostraciones en la
formacion del pensamiento matematico y computacional de los estudiantes resulta
necesario incrementar la cantidad de ejercicios de este tipo en la formacion de los futuros
ingenieros en ciencias informaticas.

e En la Matematica Discreta los estudiantes reciben de manera previa los temas: Logica
proposicional y de predicados, asi como Técnicas de demostracion, por lo que resulta

posible atenuar los factores 2 y 3 sefialados por (Arnaiz & Garcia, 2014).



Es importante destacar que dentro de la ldgica de predicados los estudiantes tienen
dificultades con la interpretacion de formulas, la aplicacion de las leyes de la l6gica, asi
como el trabajo con variables y los cuantificadores anidados.

e Los profesores de la matematica continua y discreta deben buscar en sus clases la
articulacion y reactivacion del contenido del tema ldgica proposicional y légica de
predicado con las técnicas de demostracion y los restantes temas de la matematica
discreta, revelando las contradicciones que pueden existir entre las interpretaciones del
lenguaje I6gico formal y el lenguaje cotidiano.

e El tratamiento de los problemas de demostracion debe ser objeto de especial atencion en
las sesiones de preparacion metodoldgica.

e Cuando sea posible se debera estimular en los estudiantes la realizacién de
demostraciones con el empleo de los medios de computo, variante en alza en las
investigaciones reales.

[ J

Como punto de partida para el tratamiento didactico de los problemas combinatorios que
requieren demostraciones los presentes autores aceptan la propuesta de (Epp, 2016) cuando

define que la habilidad demostrar proposiciones matematicas:

Es una Habilidad Matematica Generalizada (HMG) que consiste ante todo en enmarcar
una situacion dada en un concepto matematico, es decir, constatar que esa situacion dada
cumple o no con las caracteristicas esenciales de un concepto. Ello se logra a través de
una cadena finita de inferencias l6gicas, aplicando los conceptos y teoremas ya
estudiados. Cuando se utiliza solo una inferencia logica estamos en presencia de una

fundamentacion (p. 16).

Segun Epp (2016) las Habilidades Matematicas Generalizadas (HMG) son aquellas cuyas
acciones conforman un proceder generalizador que permite operar con diferentes conocimientos
matematicos, la ensefianza de tal tipo de habilidades es una necesidad imperiosa ante el camulo
de conocimientos nuevos en contraposicion con la imposibilidad de aumentar los contenidos

curriculares.



A partir del contenido del Programa Heuristico General (PHG), de las etapas sugeridas por

George Polya y que distinguen el proceso de resolucion de problemas reveladas por (Ballester,

1992), asi como la experiencia de varios profesores de matematica, Epp (2016) propone un

conjunto de acciones y operaciones para el desarrollo de la HMG demostrar proposiciones:

1. Reflexionar sobre la proposicion dada

Identificar el concepto relacionado con lo que se debe demostrar.

Sustituir los conceptos por sus definiciones.

Identificar la estructura I6gica de la proposicion (premisa, tesis).

Sustituir, si es necesario, la proposicion por otra equivalente.

Establecer relaciones con otras proposiciones que tengan premisas Yy tesis

equivalentes.

2. Encontrar la via de demostracion

Reflexionar sobre los procedimientos, estrategias, reglas y medios auxiliares
heuristicos.

Elaborar un plan de demostracion (directa, indirecta) donde se precisen las
inferencias l6gicas necesarias.

Reflexionar sobre la via de demostracion.

3. Representacion de la demostracion

Representar por escrito la cadena de inferencias y las fundamentaciones que la
hacen comprensible.

Elaborar una oracién que exprese lo que se ha demostrado.

4. Evaluar criticamente la demostracion

Valorar si los pasos dados son suficientes.

Valorar la cantidad de fundamentaciones indispensables.
Reflexionar sobre las relaciones ldgicas utilizadas.
Valorar el lenguaje y simbologia utilizada.

Valorar la posibilidad de utilizar la via de demostracion en otras situaciones.

Considerando los elementos presentados con anterioridad, la siguiente seccién sera dedicada a

proponer vias para el tratamiento didactico de la resolucion de problemas combinatorios de



demostracion en el tema teoria combinatoria de la Matemética Discreta en la carrera Ingenieria
en Ciencias Informaticas.

Los autores de la presente comunicacion definen al desarrollo de la habilidad resolver problemas
combinatorios como el dominio de los principios, definiciones y teoremas combinatorios, de los
procedimientos relacionados con ellos, asi como de los procedimientos heuristicos y
metacognitivos para su aplicacion de manera creativa en la busqueda de la solucion de los

diferentes tipos de problemas. Este dominio se alcanza mediante la ejercitacion consciente.

Inclusion de ejercicios de demostracion en los problemas combinatorios
A partir del curso 2021, el colectivo de profesores de Matematica Discreta de la carrera ICI
decidi6 incrementar la cantidad y variedad de ejercicios de demostracion como forma de
contribuir al desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios. En este sentido vale la

pena mencionar:

e El aumento de la cantidad de ejercicios de modelacion de situaciones abiertas.

e La adicion de las respuestas numéricas de un grupo de problemas combinatorios.

e Lainsistencia en la fundamentacion constante de los pasos dados por los estudiantes en la
busqueda de soluciones.

e La inclusion de incisos en los problemas combinatorios relacionados con la aplicacion de
los principios heuristicos de la analogia, induccion y la reduccion.
El principio de analogia se manifiesta cuando se logra encontrar similitud entre el nuevo
problema a resolver y uno ya resuelto.
El principio de induccion se manifiesta con la practica de representacion de conjuntos de
resultados, donde a partir de la lectura del texto del problema resulte conveniente generar
diferentes clases de objetos que deberan ser contados, para visualizar las relaciones que se
manifiesten, y favorecer asi el proceso de modelacion.
La aplicacion del principio heuristico de reduccion se concreta cuando se sustituyen las
magnitudes originales del problema a resolver por series de valores pequefios, de modo
que se revele el camino de la modelacion y la solucion por medio del tanteo inteligente o

el experimento.



Aspectos didacticos para el fomento de las demostraciones combinatorias
Para conducir el tratamiento didactico de los problemas combinatorios que requieren
demostraciones se asumid como base orientadora la propuesta de acciones y operaciones
formulada por (Epp, 2016) y en este sentido el colectivo de profesores de Matematica Discreta

adoptd los siguientes acuerdos:

e Demostrar a los estudiantes la necesidad de la aplicaciéon de los procedimientos
heuristicos.

e Fomentar el trabajo independiente estudiantil y también el trabajo por equipos.

e Realizacion de discusiones colectivas en clases acerca de las soluciones dadas a los
problemas. Incentivar la busqueda de diversas vias de solucion a los problemas.

e Solicitar a cada estudiante una autovaloracion al final de cada clase del cumplimiento de
los objetivos propuestos.

e Exigir la fundamentacion de cada uno de los pasos que realicen los estudiantes en la
solucion de problemas combinatorios.

e Realizar actividades metodologicas conjuntas con los departamentos de Matematica e
Inteligencia Computacional en aras de fortalecer el trabajo con las demostraciones y el

desarrollo de la habilidad resolver problemas.

En el curso 2021 se destind para el tratamiento de la teoria combinatoria un total de 20 horas
clases, distribuidas en dos conferencias, siete clases practicas y una evaluacion parcial. Para
asegurar la preparacion metodoldgica de los 12 profesores del colectivo en relacion al tema de
esta comunicacion se realizaron dos sesiones de trabajo.

Como resultado de estas sesiones, en cada clase practica y en la orientaciéon del estudio
independiente fueron incluidos de tres a cuatro ejercicios relacionados con demostraciones

combinatorias, segln se detallo en el epigrafe anterior.

Aplicacion del test de satisfaccion de ladov
La técnica de satisfaccion de ladov (Kuzmina, 1970) permite evaluar la satisfaccion individual y
grupal de las personas en diversos ambitos, incluido el educativo. Al finalizar el tratamiento del

contenido de la teoria combinatoria los autores de la presente comunicacion decidieron investigar



los niveles de satisfaccion de los profesores acerca de la efectividad de la aplicacion de ejercicios
de demostracion en el desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios, mediante la
aplicacion de un test de esta naturaleza.

Se elabor6 un cuestionario (Anexo 1 a) con tres preguntas cerradas e intercaladas. Para el cuadro
I6gico fueron destinadas las preguntas 9, 7 y 3 (Anexo 1 b).

A partir de la interpretacion dada a la escala de satisfaccion con su significado y notacion
representado en la tabla 1 se concluye que el indice de Satisfaccion Grupal (ISG) calculado con

la formula:

A%1+B%0,5+C*0+D*(—0.5)+E*(—1)
N

ISG =

alcanza el valor igual a 0,916 lo cual confirma la existencia de una buena satisfaccion grupal con

la efectividad de las acciones adoptadas.

Tabla 1. Nivel, escala de satisfaccion, nomenclatura y cantidad de sujetos en cada nivel (2023).

Fuente: Elaboracién Propia

Nivel | Escala de satisfaccion Nomenclatura | Cantidad de profesores

1 Clara satisfaccion A 10
2 Mas satisfecho que insatisfecho B 2
3 No definida C 0
4 Mas insatisfecho que satisfecho D 0
5 Clara insatisfaccion E 0
6 Contradictorio F 0

Total de estudiantes: N 12

Fuente: Elaboracién de los autores

De manera adicional las respuestas a las preguntas abiertas del cuestionario permitieron
enriquecer la propuesta. Los profesores sefialaron que la conversion de los problemas ordinarios
en problemas de demostracion posibilito:

Que el conocimiento explicito de la respuesta numeérica a alcanzar en cada problema contribuyera
a la orientacion y comprobacion por los estudiantes de la validez de los pasos realizados para
buscar la solucion.

Desde el punto de vista de los profesores, esto resultd muy valioso sobre todo en la etapa inicial

de fijacion por el estudiante de las acciones y operaciones de la habilidad resolver problemas



combinatorios, cuando predomina la incertidumbre sobre la correccion de la modelacion y las
respuestas.

o Se tribut6 al trabajo independiente de los estudiantes en la medida que se enriquecio la variedad
de los problemas a resolver y por consiguiente de la necesidad de aplicar métodos de
demostracion y procedimientos heuristicos variados mas alla de la comprobacion de identidades

combinatorias y los ejercicios de aplicacion del principio de las casillas.

CONCLUSIONES

El trabajo por el desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios dentro del tema
teoria combinatoria en la Matematica Discreta de la carrera Ingenieria en Ciencias Informaticas
no estd completo sin el tratamiento de los problemas combinatorios de demostracion, en esta
comunicacion se parte de un conjunto de antecedentes tedricos que combinados con la
experiencia de los autores y los aportes del colectivo de profesores permitié estructurar el
tratamiento didactico de este tipo de ejercicios.

Como resultado de las sesiones de preparacion metodoldgicas del colectivo de profesores de
matematica discreta se incrementd la cantidad y variedad de los ejercicios de demostracion
mediante la conversion de ejercicios cerrados, esto hizo posible la aplicacién de los diversos
métodos de demostracion y la orientacion de este tipo de ejercicios en la fase inicial de desarrollo
de la habilidad resolver problemas combinatorios.

La aplicacién del test de satisfaccion de ladov permitio ratificar la aceptacion por parte de los
profesores del colectivo de Matematica Discreta de la aplicacidn de ejercicios de demostracion en

el desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios.
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Anexo 1 a. Técnica de satisfaccion de ladov

a) Cuestionario aplicado a los profesores de Matematica Discreta

Estimado(a) docente: Agradecemos que responda el siguiente cuestionario con toda franqueza y
honestidad, el mismo responde a la aplicacion de ejercicios de demostracion en el desarrollo de la
habilidad resolver problemas combinatorios. Lea cuidadosamente cada pregunta antes de responder. El

cuestionario es anénimo.

1. ¢Te gusta ensefar a resolver problemas combinatorios? Si No No sé

2. ¢Cuadles son los tres tipos de problemas que mas te gusta ensefiar de la combinatoria?



(@)
(b)
(¢

3. ¢Estés satisfecho con la efectividad alcanzada en el desarrollo de la habilidad resolver problemas

combinatorios mediante la aplicacién de ejercicios de demostracién?
Si No No sé
4. ¢Qué es lo que mas te gusta de como se ensefia hoy el tema teoria combinatoria?

5. ¢Qué es lo que mas te disgusta de cdmo se te ensefia hoy el tema teoria combinatoria?
6. ¢Tienes alguna preocupacién de la ensefianza de la asignatura? Si No

a) En caso afirmativo lista tus preocupaciones:

7. Sien los proximos cursos debes continuar impartiendo el tema Teoria Combinatoria como profesor de
Matematica Discreta ¢Recurririas a incluir los ejercicios de demostracion en el desarrollo de la
habilidad resolver problemas combinatorios?

Si__ No___ Nosé

8. ¢Qué aspectos te gustaron mas de la ensefianza de la resolucion de problemas combinatorios?
(a)__ Ensefar a interpretar textos de los problemas
(b)___ Ensefiar a relacionar lo dado con lo buscado y con los principios, definiciones y teoremas
combinatorios.
(¢)__ Representar las situaciones problematicas utilizando arboles, tablas, figuras

(d) Ensefiar a aplicar los principios heuristicos de analogia, induccion o reduccién.

(e) Fomentar la participacion estudiantil
0 Incentivar la busqueda de soluciones por vias diferentes y debatirlas
(@) El tratamiento de los problemas combinatorios mediante demostraciones.

('h) Identifique otros:
9. (Te satisface la forma en que se orientaron las tareas relacionadas con el desarrollo de la habilidad
resolver problemas combinatorios mediante la aplicacion de ejercicios de demostracion?
a) Me gusta mucho d) Me disgusta mas de lo que me gusta
Me gusta mas de lo que me

b) disgusta. e) No me gusta nada



c) Me da lo mismo f) No sé qué decir.

b) Cuadro logico de la técnica de satisfaccion de ladov

Pregunta 3. ¢ Estés satisfecho con la efectividad alcanzada en el
Pregunta 9. (Te satisface la|gesarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios

forma en que se orientaron las | mediante la aplicacion de ejercicios de demostracion?

tareas relacionadas con el ] ]

. Si No sé No
desarrollo de la habilidad
resolver problemas Pregunta 7. Si en los proximos cursos debes continuar impartiendo

combinatorios  mediante  1a|€! tema Teoria Combinatoria como profesor de Matematica

aplicacion de ejercicios  de Discreta ¢Recurririas a incluir los ejercicios de demostracion en el

demostracion? desarrollo de la habilidad resolver problemas combinatorios?

Si | Nosé |No| Si No sé No | Si | Nosé | No
A) Me gusta mucho 9 0 0 1 0 0 0 0 0
B) Me gusta mas de lo que me

) 0 0 0 2 0 0 0 0 0

disgusta
C) Me da lo mismo 0 0 0 0 0 0 0 0 0
D) Me disgusta mas de lo que me

0 0 0 0 0 0 0 0 0
gusta
E) No me gusta nada 0 0 0 0 0 0 0 0 0
F) No sé qué decir 0 0 0 0 0 0 0 0 0
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