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RESUMEN

El riesgo relativo (RR), la razdn de productos cruzados (OR), la especificidad (E) y
la sensibilidad (S) constituyen medidas de resumen para variables cualitativas de
interés en Medicina. Se presenta el RR como una funcidén continua de dos variables
y se analiza la condicidn para la cual este se aproxima a la OR a partir de su
desarrollo en serie de potencias. La sensibilidad, la especificidad y los valores
predictivos (Ver Y Ven) se analizan como funciones continuas de una variable en todo
su dominio, con un comportamiento asintético caracteristico. A partir del estudio de
un sistema de ecuaciones lineales homogéneo se deduce una ecuacién general que
vincula S, E, Ve Yy Ven Y se discuten diferentes casos de interés.

Palabras clave: Sensibilidad, especificidad, riesgo relativo, razén de momios,
series de potencia, sistema de ecuaciones lineales.

ABSTRACT

The relative risk (RR), the odds ratio (OR), the specificity (E) and the sensitivity (S)
are measures for qualitative variables of medical interest in Medicine. It is analysed
the RR as a continue function of two variables as well as the conditions by which it
is approximated to the OR by means of a power series expansion. It is analysed too
the sensitivity, the specificity and the predictive values as continue functions of one
variable in all its domains of definition as well as the asymptotic behaviour of these
functions. It is discussed different interesting cases by means of a system of linear
equations in S, E, Vep, Ven.
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INTRODUCCION

El riesgo en un término empleado en diversos contextos. En Proteccion Radioldgica,
se considera como una magnitud multiatributiva con la que se expresa el peligro o
la posibilidad de consecuencias nocivas o perjudiciales ante ciertas condiciones y
gue guarda relacion con la probabilidad de determinadas consecuencias daininas y
la amplitud y el caracter de tales consecuencias.* Si se trata de estimar los riesgos
de la exposicidon a las radiaciones a dosis bajas, el Comité Cientifico de las Naciones
Unidas para el Estudio de los Efectos de las Radiaciones Ionizantes considera, entre
las estimaciones radiobioldgicas, la probabilidad de un exceso de enfermedades
malignas del orden de 0.0001 por afio.?

En otros ambitos la referencia al riesgo expresa la posibilidad de pérdida de la vida
o dafio a las personas, de modo que si se trata de riesgo individual se enfatiza en la
probabilidad de dafio de cada individuo expuesto.?

En las definiciones referidas, la alusion a la probabilidad es directa, cuestién que no
esta ausente en la esfera de las ciencias médicas. En la Epidemiologia el riesgo es
de uso frecuente para evaluar la posibilidad de que los sujetos tengan una
condicion especifica en presencia de determinados atributos. Es por tal razén que
algunos autores lo consideran como una medida cuantitativa epidemioldgica de la
posibilidad de que el sujeto adquiera tal condicion dado que tiene el atributo
particular bajo consideracion. Este atributo representa el factor de riesgo mientras
que el riesgo mide la probabilidad de incidencia de la condicién.*?

La investigacion en un estadio descriptivo de la posible relacién entre la exposicion
a un factor de riesgo y la aparicion de un evento o enfermedad puede enfocarse a
partir del analisis e interpretacion del riesgo relativo RR y la razén de productos
cruzados OR (Odds ratio, razéon de momios). Esta ultima ofrece un estimado del
primero cuando las enfermedades son poco frecuentes de manera que la proporcion
de sujetos con la condicidn es baja mientras que para eventos comunes ambas
medidas pueden tener valores muy distintos, siempre y cuando ambas puedan
calcularse en el tipo de estudio considerado.

No obstante, de las expresiones algebraicas usuales para el calculo de tales
medidas no se deducen con claridad otras expresiones que posibiliten la realizacién
de las estimaciones pertinentes y de ahi la utilidad de abundar en las relaciones
matematicas entre dichas medidas asi como las condiciones bajo las cuales ellas se
aproximan.

Por otra parte, la especificidad y la sensibilidad son medidas Utiles para hacer
referencia a la eficacia, validez o exactitud de las diversas pruebas diagndsticas. La
interpretacion de los resultados de tales pruebas se puede facilitar partiendo del
conocimiento de los valores predictivos de manera que, el establecimiento de
relaciones matematicas entre estas medidas puede constituir una herramienta de
interés en el analisis de ciertos casos como la presencia de enfermedades con
frecuencias no altas.

152
http://scielo.sld.cu



Revista Cubana de Informatica Médica 2011:3(2)151-161

DESARROLLO

Riesgo relativo y razéon de productos cruzados

El riesgo relativo (RR) y la odds ratio (OR) constituyen dos razones de interés
cuando se necesita ofrecer una magnitud de la relacion entre las medidas
nominales asociadas a estudios que implican la medicién de riesgos de un resultado
dado en relacion si esta presente o no un factor predisponente.®

El RR, o razon del riesgo de una enfermedad, se calcula mediante el cociente entre
la incidencia de personas expuestas y la incidencia en personas no expuestas al
factor; se utiliza en los estudios de cohorte. Por su parte la OR se puede calcular
tanto en estudios de caso control y como en los prospectivos a partir del cociente
entre los momios, odds o ventajas del éxito,” una vez que se han identificado las
variables dicotdmicas estado de salud (enfermo, no enfermo) y exposicién al factor
de riesgo (si, no) y los datos se disponen adecuadamente en una tabla de doble
entrada.®’

Sean:

a: cantidad de personas enfermas en presencia del factor de riesgo; b: cantidad de
personas no enfermas expuestas al factor de riesgo; c: cantidad de personas
enfermas no expuestas al factor de riesgo; d: cantidad de personas no enfermas en
las que el factor de riesgo no esta presente.

P,: probabilidad de padecer la enfermedad en presencia del factor de riesgo
(probabilidad de que ocurra el evento o proporcién en que este tiene lugar).

Q:: probabilidad de no estar enfermo (estar sano) en presencia del factor de riesgo
(probabilidad de que no ocurra dicho evento o proporcién en que no ocurre)

P,: probabilidad de estar enfermo en ausencia del factor de riesgo (probabilidad de
que ocurra el evento o proporcion en que este tiene lugar).

Q2: probabilidad de no estar enfermo (estar sano) en ausencia del factor de riesgo
(probabilidad de que no ocurra dicho evento o proporcién en que no ocurre)

Dado que el momio se define como la razdn entre la probabilidad de que ocurra el
evento y la probabilidad de que no ocurra dicho evento, la odds ratio la razén entre
momios y el RR el cociente entre el riesgo de sufrir un determinado evento en el
grupo expuesto a un factor de riesgo dado y el riesgo de sufrir dicho evento en el
grupo de los no expuestos a idéntico factor de riesgo, se tiene que:

a c
P, - B
Y oa+ b o+ d

b d
Ql_a+b Qz_c+cf

No es dificil demostrar que:
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_ale+d)
Ccla+h)
B .

OR=—
b

Al realizar algunas transformaciones algebraicas, el riesgo relativo se puede
representar en la forma:

_ad (143 _ o (4D)

RR(x.y)= Be (14 3) (14 3)

donde: x=c/d y y=a/b. Asi, se puede analizar dicho riesgo como una funciéon de dos

variables x e y con dominios: O=x c—:ly l=x=1

Para patologias poco frecuentes, los enfermos en presencia del factor de riesgo son
mucho menores que los no enfermos (a<<b) en presencia del mismo factor y de
igual forma la cantidad de aquejados de la enfermedad es mucho menor que la
cantidad de no enfermos (c<<d) en ausencia del propio factor. Por tanto: x<<1l e
y<<l1.

El desarrollo en serie de potencias de una funcién de dos variables F(x,y) alrededor
del punto (x,y)=(0,0)® esta dado por la expresiéon general:

Fxy) = F(D,D)+[§(0,0)x+%(&0}y}+ ..... +

nll &

lla‘ﬁ . AF

x +HT(U,U)x”'1y+....+a f(o,o)y* £
&y ay

Si se limita el desarrollo hasta los términos del primer orden resulta:
& a2
Flryi=F00+ | —(0,0x+—1(0,0
(x, ¥ (){ax() Gy( )y}

De manera que la funcién RR(x,y) desarrollada en serie de Taylor hasta el primer
término adopta la forma:

RR(x.y) = o&a-%y%: OR+y(1- OR)

Si la enfermedad es de baja frecuencia, dado que la cantidad de sujetos con la
condicion es también baja, a<<b, por lo que el término y=a/b se puede despreciar
y se concluye que en estos casos RR# OR, o sea al cumplirse tal condicidn, el riesgo
relativo se puede aproximar por la razén de productos cruzados, resultados que
coincide con el obtenido en.*

Sensibilidad y especificidad

En estas medidas, las variables cualitativas involucradas son estado de salud
(enfermo, sano) y resultado de la prueba diagndstica (positivo, negativo). La
clasificacion de una cantidad determinada de personas (N) de acuerdo a los
resultados de la aplicacion de la prueba diagnéstica y su estado de salud, permite
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obtener expresiones para la sensibilidad y especificidad a partir de las siguientes
definiciones.

Sensibilidad (S): proporcidon de enfermos que son bien clasificados (V); esto es la
proporcion de verdaderos positivos respecto al total igual a la suma de los
verdaderos positivos (Vr) y falsos negativos (Fy):

_ 7
FoEl,

Especificidad (E): proporcion de sanos bien clasificados (Vx) como resultado de la
prueba, es decir la proporcion de verdaderos negativos respecto al total integrado
por la suma de los falsos positivos (Fr) y los verdaderos negativos (Vn):

_ P
Pl

La sensibilidad, a partir de transformaciones algebraicas en la expresion que la
define, puede representarse como una funcién de x=Fy/V, y por tanto:

SH-——, 0=x<o
1+ x

La funcion S(x) es continua en todo su campo de definicién, mondtona decreciente

0, o0)

y en los extremos del intervalo [ alcanza los limites:

lim Six)=1 bt S(x1=0
=0 . =0

El desarrollo de una funcidn F(x) de una variable, en serie de Taylor se puede
escribir como:

1dF 1 48°F ; 14"F
F(x)_F(x_D)+ﬂE(x_D)x+E—(x_D)x + o, +HE@:_D)J€H

Si se desarrolla la funcidn S(x) hasta el primer término alrededor del punto x=0, de
acuerdo a la expresiéon anterior, se obtiene:

Sel-x
Ello corresponde al caso en que Fy tiende a cero (de manera que x también es
pequefio) y coincide con la situacién en que la proporcién de verdaderos positivos o
enfermos bien clasificados es casi la unidad o S(x)# 1, por lo que la sensibilidad es

alta.

Razonamientos similares se pueden aplicar a la especificidad E, de manera que:

By)=——  donde y=Fpl¥y 0<y<oo
1+ y
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E(y) es también una funcién continua en todo su dominio y decrece
mondtonamente. Los valores limites en los extremos del intervalo [0, I:’:’]'son:

m E{y)=1 bm By =10
y—=10 i ¥ —>e0

El desarrollo de la funcion E(y) en serie de potencias alrededor de y=0, tiene la
forma:

Eyl=1-y+——-"—+. .+
Tal desarrollo de la funcion Especificidad hasta el primer orden es de tipo:

Epi=1-y

No es dificil obtener las siguientes expresiones para la especificidad en términos de
la sensibilidad y de la variable x.

1 1
Efl=———— ¥ F =

N7, T
— - El+x [
Ve Vi by

Las expresiones para el calculo de los valores predictivos positivo y negativo
son respectivamente:

V 18
Vgt o IR
P ywm Y MR LR,

Se pueden obtener expresiones semejantes para estos valores en forma de
funciones continuas de las variables z y u y mondtonas decrecientes:

T/’;.P(Z):—l donde: 2= E D z=<w
4z Vo

F’TW(LL)=L donde: M=& 0= <00
142 Vi

Los limites son:

i Foa(z) =1 b Fop(z)=10
W
z—=0 £ —»0o

i o (1) =1 y i o (2] = 0
=0 I —> 00
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Los desarrollos en series de potencias alrededor de z=0 y u=0 son similares y hasta
el segundo orden tienen la forma:

Vop(Zims1—2 P RS

Todas las funciones S(x), E(y), Ver(z) ¥ Ven(u) exhiben, segin muestra el grafico 1,
un comportamiento similar F(v)=1/(1+v), que es del tipo lineal decreciente F(v)#
1-v para valores pequefios de la variable independiente, mientras que para valores
grandes, el valor que adopta la funcién se acerca asintéticamente al eje de las
abscisas, mostrando un comportamiento de tipo hiperbdlico (1/v).

1,00 1

F(v) =
0,90 o 1+vwv
0,50 A ) JF:‘J Fp FD F N
Vpugde sy Ww=xX= —\¥y=y=—¥y=I=—V¥=li=—
0,70 L?' F .[f;.
P N P N
0,60
Z o0 - F puede ser :S,EV .,V .,

0,30 o

0,20 4

0,10

0,00

Grafico 1. Representacion de las funciones S{x), S{y), Yep(Z), Wen{U).

Tal comportamiento puede explicarse para la sensibilidad si se recuerda que
x=Fx/Ve por lo que a medida que aumentan los falsos negativos y disminuyen los
verdaderos positivos, la fraccion se hace grande, el denominador de la funcién S(x)
también crece y la funcion decrece rapidamente. En caso de tender la fraccion
x=Fx/Ve al valor cero, casi todas las personas a las cuales se les aplica la prueba
diagnostica, coinciden con los verdaderos positivos y apenas existirian falsos
negativos, incrementandose la sensibilidad que en el limite adoptaria el valor 1,
algo dificil de lograr en casos practicos, ya que, aun en el caso de que todos los
resultados fuesen positivos una vez realizada la prueba, ello no significaria
presencia de la enfermedad en todas y cada una de las personas a las que se le
aplicd, pues no existe certeza completa para diferenciar los individuos sanos de los
enfermos.

Interpretaciones andlogas se pueden hacer para las funciones E(y), Ver(z) Y Ven(u)
en términos de las variables y,z y u.

Relaciones entre la sensibilidad (S), especificidad (E) y los valores
predictivos positivo (Ver) y negativo (Ven)

Combinando las expresiones para los valores predictivos positivo y negativo, la
sensibilidad y la especificidad, se obtiene el siguiente sistema de cuatro ecuaciones
lineales para las variables Vp, Vy, Fp, Fn:
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G-I 0 AR, 28 =T
OF, +(E -\t B FytDF, =0

e T e O P P Boand B = o] oo
El sistema anterior tiene la forma:
@y Ay Ay Ayt Ay=10
B b . R X ¥E X _
sistema 2

Crdptepd phtpdyhepdy=0
dy Xy, Xovds Xytd, Xio=0

Dicho sistema homogéneo de cuatro ecuaciones con las cuatro incognitas Xi, Xz, X3
y X4 tiene soluciones no triviales cuando su determinante se anula:®

A=1

Gy Wy Gy L
Aol b BB

& & op 6y

d 4, d, 4,

Desarrollando este determinante por la primera columna empleando el método de
menores, se obtiene la siguiente ecuacién general:

(S -DE-1) _ Fos =D ~ 1
SE V oeb s

El miembro izquierdo de la ecuacién anterior es el cociente de las denominadas
razones de verosimilitud positiva y negativa dadas respectivamente por las
expresiones siguientes:
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v, F,
ey Vet Py _ 8 e Vet By _1-8
3 Fy 1=K B B E
FP+VN FP+VN

Por consiguiente:

Ry _(0=-5)-E)_ o~ Do
RV, &S Voo

Analisis de ciertas soluciones de la ecuacion anterior

a) Si S=1 o E=1, el miembro izquierdo es igual a cero por lo que la igualdad se
satisface para los siguientes valores:

Vpp=1 (0] VPN=1

Sea E(y)*1 y S(x)=1; esto es porque: x=0, Fy=0 y por tanto: u=0, Ven(u)=1vy
Vee(z) puede tomar diferentes valores.

Sea S(x)¥1 vy E(y)=1; esto es porque y=0, Fp=0 y por tanto Ve(z)=1 y Ven(u)
puede adoptar diferentes valores.

Se debe seflalar que los casos en los que S=1 o0 E=1 son poco frecuentes por
cuanto no existe una fiabilidad total para diferenciar los individuos enfermos de los
no enfermos, dado que no siempre un resultado positivo después que se aplica una
prueba diagndstica quiere decir presencia de la enfermedad y un resultado negativo
ausencia de la misma.®

b) Para S + E* 1, entonces:

(VPP i 1:' (\er i 1:‘
%PVPN

1s=

= Vpp+tVpn=1y Vep=1-Ypuy

c) S=E #1. En este caso se obtiene la ecuacion siguiente:

(F=~DA 4 28-1=10
. s Vee =D =1
donde: |Jf V- T o

2 _
ax* +dxte=0 cuyas soluciones generales para

3
(2% —dac > 0) tiene la

La ecuacion obtenida es del tipo

el caso en que su discriminante sea mayor que cero
forma:

bt e

B e
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Por tanto las soluciones para la Especificidad E son:

e

Sustituyendo en la expresion anterior, la correspondiente a f y considerando sélo el
signo positivo delante del radical (se puede efectuar un analisis similar
considerando el signo negativo delante del radical) se obtiene:

pro '\JI'VPPVP PP I}G]PN_ 1) B VPPVPN
1 — (E]PP # VPN:I

Una solucion real y positiva es obtenida si son simultaneamente validas las
condiciones siguientes:

1) La expresién subradical es mayor que cero, lo cual se cumple siempre dado que:

(W=D =0 3 @u=D=0

2) N{%PE’;A(%P_I)%N_ D _VP PN::_EI

Esta desigualdad es valida si: Vop + Vo) 41 = Fpp 21—V

El cumplimiento de la condicién anterior conduce a:

1= (7, + 0= 0

lo que garantiza el valor positivo del denominador y el caracter real de la soluciéon
obtenida para la especificidad (E).

CONCLUSIONES

El riesgo relativo puede presentarse como una funcion de dos variables cuyo
desarrollo en serie de potencias de Taylor hasta el primer orden, escogidas
convenientemente las variables x e y posibilita obtener como caso particular la
expresion para el calculo de la razén de productos cruzados.

La sensibilidad, la especificidad, el valor predictivo positivo y el valor predictivo
negativo se pueden analizar como funciones continuas de una variable que tienen
un desarrollo en serie similar y un comportamiento asintético tipicamente
hiperbdlico para valores de las variables independientes tendientes a infinito.

Las medidas E, S Ve ¥ Ven NO son independientes y estan relacionadas entre si por
un polinomio de segundo grado en S, cuyas soluciones generales posibilitan el
analisis de distintos casos de interés y las condiciones de validez para las
expresiones deducidas.
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