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RESUMEN/ ABSTRACT

En este trabajo se analiza el comportamiento del modelo en el espacio de estados del convertidor reductor
bajo la condicion de frontera entre el modo de conduccion continuo y discontinuo. El modelo matematico
que representa el convertidor, esta desarrollado especificamente para el modo de conduccion continua, y
apoyandonos en este, es caracterizado su comportamiento dinamico cuando se acerca al punto umbral entre
los modos de conduccion. De esta forma es posible comprender los efectos que produce la proximidad al
punto umbral sobre la respuesta del convertidor, como se comporta la respuesta transitoria y estable, lo que
permite conocer si el comportamiento del modelo es parcial o totalmente utilizable. Como novedad, se
determinas las condiciones limitantes del modelo con respecto a la operacion cercana del punto umbral,
entre conduccion continua o discontinua y qué tipo de respuesta es la correcta en la simulacion.

Palabras clave: convertidor reductor, modelo de espacio de estados, simulacion.

This work present the behavior of the model in the state space of the buck converter under the boundary
condition between the continuous and discontinuous conduction. The mathematical model of the converter
is applies to only the continuous conduction mode, and his dynamic behavior is characterized when it
approaches the threshold point between the conduction modes. It is possible to understand the effects
produced by the proximity to the threshold point on the response of the buck converter, how the transient
and stable response behaves, which allows knowing if the behavior of the model is partially or full usable.
The novelty of this work is the abilities to determine if transient and stable response are valid, or only the
stable operation is valid the process of the simulation.

Keywords: buck converter, state space model, simulation.

INTRODUCCION

El desarrollo de la electronica de potencia en la ultima década ha ido en ascenso, debido en gran parte por
las necesidades y aplicaciones que requiere la vida moderna [1]. La industria y las investigaciones de los
convertidores de potencia buscan ser mas eficientes y a un menor costo, necesitando el redisefio de los
modelos matematicos para cumplir sus objetivos. Generalmente un modelo de un convertidor, no tiene en
cuenta muchos de los aspectos que representan su comportamiento real y que comprometen en menor
medida la eficiencia del mismo, o simplemente afecta en cierto orden el valor numérico de la respuesta,
considerandose despreciables bajo ciertas condiciones. Esta reduccion a un modelo mas simple se debe a
que el lazo de regulaciébn compensa estos pardmetros, no se conocen todos los datos requeridos o
simplemente, para desarrollar en un menor tiempo, se excluyen estos detalles [2, 3]. Aquellos que estan
familiarizados con los temas de control, conocen que un modelo debe ser operativo y mas facil de estudiar
que el propio fenémeno real.
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Para obtener un modelo de un sistema dado, se desea que este sea simple, pero que a su vez cuente con los
efectos mas notables o de interés. Un modelo simple es mas facil de caracterizar, requiere generalmente de
menor cantidad de recursos computacionales y agiliza su implementacion. No solo basta conocer el modelo
en detalles, sino que también sus restricciones a la hora de aplicarlo. Esto hace la diferencia entre los
resultados validos y un sinsentido a veces hasta creible, pero técnicamente incorrectos. En ese sentido
existen tres formas bien desarrolladas de modelar matematicamente el comportamiento de los convertidores
de potencia: las expresiones dinamicas, las funciones de transferencia y el espacio de estados. Los modelos
matematicos desarrollados por medio de expresiones (ecuaciones) dindmicas son fundamentalmente
ecuaciones diferenciales ordinarias, es el método mas tradicional y extensamente estudiado. Necesita de
una comprension profunda de los fendmenos fisicos para poder obtener las expresiones que describen los
fenémenos. Entre més complejo es el fenomeno que ocurre, mas profunda tiene que ser la comprension,
por lo que esto es su principal desventaja.

Las funciones de transferencia son ampliamente usadas en el disefio de control, existiendo numerosa
bibliografia al respecto. Los sistemas a modelar tienen que ser lineales e invariantes en el tiempo, de una
entrada y una salida. Aunque fendmenos no lineales, pueden ser convertidos a lineales, ya sea reduciendo
a un intervalo de operacion que sea lineal o que la no linealidad sea despreciable. Los modelos de espacio
de estados son los que mas atencion estan teniendo actualmente. Sus caracteristicas mas notables son: puede
poseer varias entradas y salidas, puede ser lineal o no y continuo o discreto. El modelo matematico también
puede ser invariante o variante en el tiempo. Ademas de las variables de entrada y salida, existen las de
estado. A diferencia de la funcién de transferencia, se conoce los aspectos internos del sistema directamente
por el modelo. Es un método muy flexible, que permite modelar una amplia gama de fenomenos. Su
utilizacion en la electronica de potencia ha ganado terreno por sus ventajas sobre los demas métodos.

El presente trabajo esta enfocado en el uso del modelo de espacio de estados en los convertidores reductores
no aislados para su simulacion en el dominio continuo del tiempo. Se estudia la validez de los resultados
en funcion de su operacion cercana o no al valor umbral de conduccion continua/discontinua. La novedad
de este trabajo es que se pueden juzgar los resultados de la simulacion sin tener que realizar comparaciones
futuras con otros modelos, métodos o programas de simulacion independientes, a partir de un criterio de
cercania del punto umbral de conduccion continua/discontinua y fiar las restricciones de valides del modelo
aplicado al convertidor. La estructura del trabajo es la siguiente: se explica el modelo matematico de espacio
de estados y su aplicacion al convertidor reductor no aislado en la seccion I1. En la seccion 111 esté el andlisis
de los resultados de la simulacion del modelo. Finalmente obtener las conclusiones en la seccion

IV.

MATERIALES Y METODOS

Un modelo matematico de espacio de estados es una representacion de un fenomeno que se describe por
medio de variables de entrada, salida y de estado, que estan relacionadas por ecuaciones diferenciales en el
dominio del tiempo. Lo anterior permite conformar un sistema de ecuaciones diferenciales en forma de
matriz de primer orden [4]. Poder determinar el comportamiento del modelo ante cualquier estimulo de
entrada, requiere de conocer el estado actual del sistema.

Las variables de estado son todas aquellas que contienen informacion del estado pasado del sistema. Hay
tantas variables de estado como sea el orden del sistema. Generalmente a estas se les denota con X. Todas
las variables de estado forman un vector de estado. En caso de ser el sistema continuo en el tiempo, el
vector de estado es X(t). Hay que tener en cuenta que las variables de estado reflejan la cantidad de energia
almacenada por el sistema.

Estas variables mencionadas anteriormente crean un espacio n-dimensional cuyos ejes de coordenadas
corresponden a cada variable de estado. Un punto en el espacio, representa el estado completo del sistema
en el instante de tiempo seleccionado.

El modelo de espacio de estados necesita de dos ecuaciones para expresar el comportamiento interno del
sistema o fenomeno: la ecuacion de estado y la ecuacion de salida. Para un sistema continuo en el tiempo,
se puede expresar el comportamiento dindmico por medio de una ecuacion diferencial de orden n (ver la
ecuacion (1)).

YU +a, Y0+ 2,y ) +ay” () = byu, (t) +---byu, (1) (M

Donde Y son las variables de salida, U las de entradas del sistema, siendo entonces a y b sus respectivos
coeficientes. La variable n es el orden de la ecuacion diferencial y m identifica cada entrada.

Los métodos de representacion en el espacio de estados, tienen la propiedad que siempre es posible
representar un sistema de ecuaciones diferenciales de mayor orden, con un sistema de primer orden. Gracias
a esta propiedad, en vez de usar una ecuacion diferencial de n-ésimo orden, se transforma en n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Cada ecuacion (2), diferencial de primer orden es:
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dx; (t u C
Jzzaijxj(t) +Zﬁikuk(t) )
dt j=1 k=1
Siendo entonces la ecuacion (3), de salida:
yi(t)ZZCinj(t)+zdikuk(t) (3)
j=1 k=1

Si se desarrolla la ecuacion (2) para las n variables de estado en las ecuaciones (4), (5) y (6):

X ()= d);t(t) = zaijxj (t) +Z Biu (1) 4)
= k=1

0= % 0 x 043 A0 ®

0 =220 3 X 043 A0 ) ©
) k=1

Entonces las ecuaciones desde (4-6) quedan como en (7), (8) y (9) respectivamente:

X (1) = a; % (D) + X, (O + -+ o X, (O + B U (D) + Bpuy (D +--+ Bu, (D) (7
X, () = a3 X (D) + @, X, (1) + -+ 2 X, (0 + By Uy (D) + BooUy (1) + -+ By, (D) ®
Xn (t) =X (t) +a,X, (t) +otag X, (t) + ﬂnlul (t) + :anuz (t) to-t ﬁnmum (t) )

El sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden puede ser transformado en una ecuacion matricial
como en la ecuacion (10):

X (1) QO | X() By By o B | WO
Xz (t) Oy Oy o Ay X% (t) 1821 ﬁzz ﬂZm uz(t)
S : : : S : : : : (10)

n Xn(t) ﬂml ﬁmz ﬂmm um(t)

Xn (t) ay Gy

=]

La ecuacion (10), es nombrada como la ecuacion de estado del sistema, determinando el préximo estado en
dependencia del estado actual y el aporte de la entrada. Se puede encontrar a la ecuacion (10), en mucha de
la literatura especializada como la ecuacion (11). Las matrices A y B se llaman de estado y de entrada
respectivamente.

X(t) = Ax(t) + Bu(t) (1n

La salida (pueden ser varias) es una combinacion lineal de las variables de estado. A partir de lo anterior,
se comprende que puedan existir variables de estado que coinciden con las salidas. Para el caso de la
ecuacion (12), de salida, su forma matricial queda de la siguiente forma:

yl(t) Gy Cp - G X1(t) d11 d12 dlm ul(t)
yzz(t) _ C:21 C?Z CZ:n Xzz(t) + d:21 d:22 dzzm uz:(t) (12)

yn(t) Cui Cnp 0 Cpy Xn(t) dnl dn2 dnm ur(t)
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Que también puede ser encontrada como en la ecuacion (13):
y(t) =Cx(t) + Du(t) (13)

Siendo entonces las matrices C y D, de salida y transicion directa respectivamente. La matriz de transicion
directa representa el acoplamiento entre la entrada y la salida. En muchos casos este acoplamiento no existe,
por lo que la matriz D junto con el vector de entrada en la ecuacion (13), es nulo, eliminando el término.
Otras ventajas de este método es que el sistema (simple o complejo), siempre es representado por las dos
ecuaciones matriciales simples (11) y (13). Al ser todos los sistemas descritos por la misma notacion
matematica, se hace mas facil desarrollar técnicas generales para obtener las soluciones, al no tener que
preocuparse por casos especiales. Para implementar la soluciéon en una computadora, el procedimiento
resulta comodo y fécil, ya que los calculos para sistemas de ecuaciones estan extensamente desarrollados y
documentados.

Modelo del convertidor reductor
Lo primero que se debe aclarar es el alcance del modelo del convertidor. Las siguientes restricciones del
modelo son:
e Los elementos se comportan de forma ideal.
La carga solo sera una resistencia ideal.
El sistema es invariante en el tiempo.
La transferencia de energia es unidireccional en el convertidor.
El periodo de conmutacion es T, con un tiempo dT para el interruptor cerrado. En el caso contrario,
que el interruptor esta abierto, entonces se esta en el intervalo (1-d)T.
e El convertidor opera en el modo de conduccion continua para el estado estable.

Lo anterior permite simplificar el modelo matematico, eliminando los efectos que producen los pardmetros
parasitos en las formas de ondas y las pérdidas eléctricas [5, 6]. En esencia hacen que la eficiencia sea la
unidad. De esta forma es que generalmente se comienzan los estudios de los convertidores. Para el modelo
matematico del convertidor se usara el espacio de estados [7], detallado anteriormente.

El convertidor reductor no aislado estd conformado por dos elementos que almacenan la energia, un
interruptor controlado, un interruptor no controlado, una fuente de entrada de corriente directa y la carga.
En la figura 1(a), esta el esquema que representa la topologia del convertidor reductor no aislado. Este tipo
de convertidor tiene dos regimenes tipicos en su operacion normal: cuando el interruptor Sw esta cerrado y
cuando esta abierto.

Cuando el interruptor Sw esta cerrado, el diodo se encuentra polarizado en inversa, por lo que su
comportamiento es igual a tener resistencia infinita. Por lo tanto, se representa en la figura 1(b), el circuito
equivalente del convertidor. En este se puede observar que la corriente de la fuente es la misma que la
corriente del inductor, el cual estd ganando energia, al igual que el condensador. Cuando el interruptor se
abre, este produce la desconexion de la fuente Vin del resto del circuito, por ende, la fuente ahora no tiene
corriente circulando. En la figura 1(c), se observa el circuito resultante cuando el interruptor esta abierto,
es importante aclarar que la energia almacenada en el inductor y el condensador es cedida a la carga.

Faaaaat
Sw L
"
Vin Iy ¥ C= RIS Vout
(a) Topologia general
;}-.LU ,‘_‘;{;“:&’I Lex  —Jout(t)
= L lic(t)]}h
- g Y .
viny~ LTK €= RIS Vout

1k —dout(t)
llcf” ]

vin = RIS Vout

O

(¢) Con interruptor abierto

Fig. 1. Esquema del convertidor reductor no aislado
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El efecto de la apertura y cierre del interruptor controlado, genera el comportamiento variable en el tiempo,
de la corriente y la tension en la carga. Esta variacion depende de los parametros del circuito y de la carga
misma. Entonces se presentan dos casos con respecto a la corriente de la bobina. Cuando la corriente en la
bobina sea siempre mayor que cero en todos los intervalos de tiempo, se le llama a esto conduccion continua
del convertidor. El otro caso es el opuesto, que es cuando la corriente en la bobina es cero durante intervalos
de tiempo, llamado entonces conduccion discontinua. Esto separa el convertidor en dos modos de trabajo:
conduccion continua y conduccion discontinua.

Se tiene entonces un punto umbral entre conduccioén continua/discontinua, identificado cuando la corriente
minima de la bobina es igual a cero, en un solo instante de tiempo en el periodo de conmutacion. En la
literatura especializada, se define para el estado estable, el valor minimo de inductancia requerido para el
punto umbral como lo determina la ecuacion (14):

_(1=d)R,

I‘umbral - B f

(14)

Siendo f = 1/T’ la frecuencia de conmutacion y Lymprai €s valor minimo de inductancia para conduccion
continua, o lo que es lo mismo, la inductancia que define el punto umbral entre conduccion
continua/discontinua. El analisis anterior es valido para el estado estable del convertidor. Con la frecuencia
de conmutacion constante, los cambios de carga y ciclo util pueden producir que se pase de un modo de
conduccion al otro.

El modelo promedio de espacio de estado, entrega los resultados de la simulacion por computadora con los
valores medios de las magnitudes del circuito. Es 0til particularmente para la etapa del disefio del control
del convertidor.

Modelo promedio

Para obtener el modelo promedio, este se conforma con las expresiones de los dos intervalos de tiempo que
diferencian el ciclo util de la conmutacion [8 — 11]. Es decir, se obtienen las matrices A, B, C y D para
ambos intervalos de tiempo, para el interruptor cerrado y para cuando esta abierto. Entonces se suman las
matrices para obtenerlas en su forma promedio como la ecuacion (15):

K: A(swon)d+A(swoff)(1_d) (15)

Lo mostrado en la ecuacion anterior es valido sustituyendo A, por B, C o D. A partir de la aplicacion de las
Leyes de Kirchhoff se obtendran dos expresiones para conformar el sistema de ecuaciones diferenciales.
Para ello en la figura 1(b) esta representada la trayectoria de la Ley de Tension de Kirchhoff (LTK) y el
nodo donde se aplica la Ley de Corriente de Kirchhoff (LCK), para el intervalo de tiempo con interruptor
Sw cerrado. Vea ecuaciones (16) y (17).

dv (t) . v, (1)
c W i y+ M o (Lek 16
ot I () + R ( ) (16)
—Vm+|-—d'at(t)+vc(t)=0 (LTK) (17

Donde v (t) = vy (t). Por lo tanto, se representan en su forma matricial las ecuaciones (16) y (17), por
la representacion de las matrices de estados en la ecuacion (18).

v ()] [ 1
dt “re clve®] |°

_ = c + 1V, (18)
dIL(t) _l 0 IL(t) E

dt L

Para obtener las expresiones cuando el interruptor esta abierto, se sigue el mismo procedimiento anterior,
donde ahora se usa la figura 1(c). Cuando se tiene las ecuaciones matriciales de ambos estados del
interruptor, se obtiene el modelo de espacio de estados promediado a partir de las mismas. Las matrices A
y B promediadas estdn mostradas en las ecuaciones (19) y (20).
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b r
A=| RC C (19)
—— 0
L
10
B=|d (20)
L

La ecuacion de salida (13), tiene matrices C y D idénticas para ambos estados del interruptor, por lo que
cuando esto ocurre, las matrices promediadas son iguales. Por consiguiente, se obtiene que la ecuacion (21),
de salida para el modelo promedio:

y®|_|1 0jv@®] |0

= _ + . 1)
y,®] [0 1 i.@®)] [0

De esta forma se definen las dos ecuaciones matriciales necesarias para el modelo promedio en espacio de
estados del convertidor reductor no aislado.

RESULTADOS Y DISCUSION

El modelo promedio en el tiempo fue implementado usando el software libre Scilab, que es para
computacion numérica, siendo un excelente programa a utilizar en investigaciones e ingenieria. El software
Scilab esta liberado bajo la licencia GPL.

Los parametros del convertidor son: Vin = 70 V, Vout = 48 V, L = 400 pH, C = 100 pF, f = 20 kHz, Py, =
100 W. Con lo anterior se realizé una simulacién para comprobar el modelo promedio contra un modelo de
referencia de un tercero. Los resultados se muestran en las figuras 2 y 3, donde se puede observar que el
modelo promedio se encuentra centrado en la forma de onda ondulada del modelo de referencia. Entonces
se puede considerar que el modelo promedio es correcto para los parametros del convertidor dado.

Para apreciar visiblemente los resultados, el barrido se muestra separado en dos graficas con sus respectivos
intervalos.

Grafica de la corriente por el inductor
a8

. —— Modelo de referencia
a0 - —— Modelo en Scilab

[
[=]
| LT T T S P |

Amplitud (A)

a T T T T T T T T T
[u] 0.001 0.002 0003 0.004 0.005 0.00& 0.007  0.002 0.008 o0.01

tiempo (s)

Fig. 2. Formas de onda de las corrientes por el inductor con los parametros por defecto
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Grafica de la tension en el condensador
a0

— —— Modelo de referencia
= —— Modelo en Scilab
45 —

— 40

2

- 35 4

=

E a0

E

‘: 26 —

20

a T T T T T T T T T
[u] 0.001 0.002 0003 0.004 0.005 0.00& 0.007  0.002 0.008 o0.01

Tiempo (s)

Fig. 3. Formas de onda de las tensiones en el condensador con los parametros por defecto

En la figura 4, se muestra la distribucion del error relativo de la corriente por la bobina en el tiempo para el
rango de valores de inductancias de 20 % - 40 % y el rango de 50 % - 100% en la figura 5. En estas se
puede observar que a medida que la inductancia de la bobina se hace mas pequefia y, por ende, se acerca al
punto umbral de separacion entre los modos de conduccion continua y discontinua, el error relativo del
modelo va en aumento. Al pasar el tiempo y llegar al estado estable del convertidor, el error tiende a ser
cero. Esto significa que la etapa transitoria es la afectada por la cercania del punto de operacion del
convertidor al umbral de conduccion discontinua y continua.

Distribucion del error relativo del modelo en el tiempo - Corriente
3

] — L=20%
— L=25%
2.5
] L=30%
] L=40%
2
-9-:3 i
I6 1.5 o
-
[ -
L
1]
0.5 1
o \\' T W i T T T T T
o 0.0005 0.001 0.0015 0.oo0z2 0.00258 0.003 0.0035 0.004

Tiempo (s)

Fig. 4. Error relativo de la corriente por la bobina en el tiempo, cuando 20%<L<40%
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Distribucion del error relativo del modelo en el tiempo - Corriente

045
 L=50%
R L=60%
0.35 L=70%
— L=80%
. L=90%
£ 025 ——— L=100%
S
uli 0.2+
0.15 o
.14
0.05 o
0 T T T T
o 0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035 0.004

Tiempo (s)

Fig. 5. Error relativo de la corriente por la bobina en el tiempo, cuando 50%<L<100%

Un analisis del error relativo maximo para cada inductancia del barrido, muestra la curva del
comportamiento del error. En la figura 6 se muestra dicho comportamiento y se incorporaron mas muestras
en la curva, en los lugares donde mas cambios de pendiente hay. Hay presencia de un comportamiento
lineal del error en el intervalo del 30 % en adelante de la inductancia, con una tendencia a disminuir.
Aproximadamente entre el 20 % y el 30 % de la inductancia, se tiene un cambio que acelera el incremento
del error a menor inductancia. Finalmente se obtiene un intervalo, entre la menor inductancia en el modo
de conduccion continua y el 20 %, que representa variaciones del error cada vez mayores, por cada variacion
de la inductancia. Es en este intervalo, donde mas pronunciado es el aumento del error.

Error relativo del modelo en funcién de L - Corriente

60

50 o

Error (%)

30+

20+

= T T T T T
10 20 30 40 a0 60 70 80 =[] 100

Inductancia (%)

Fig. 6. Curva caracteristica del error relativo contra inductancia

Al analizar a una inductancia de la bobina del 10 %, se observa un desplazamiento considerable del centro
medio de la onda del modelo de referencia, en su intervalo transitorio. En este caso es obvio que no se tiene
un modelo dindmico completo, sino que es un modelo parcial del comportamiento, valido solo en estado
estable. Entonces solo es aplicable para perturbaciones muy lentas o analisis de estado estable. Estos
resultados pueden ser observados en la figura 7.
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La respuesta transitoria esta tan alejada del modelo de referencia, que pone en dudas cualquier resultado de
una implementacion de un control. El mayor problema es que este tipo de situacion se esconde, ya que para
estado estable tiene un comportamiento adecuado, es en el accionar del control donde ocurren las
discrepancias durante las perturbaciones. Esto es grave para la estabilidad del sistema. Autores han
reportado que en un modelo promedio de espacio de estados, cuando se cierra el lazo de control, surgen
problemas de estabilidad o se requiere de implementar un control no lineal.

Desarrollar un modelo promedio del convertidor reductor no aislado, en espacio de estados, para el modo
de conduccion continua; no es suficiente informacion para modelar el comportamiento transitorio. Entonces
se puede hablar de dos valores de inductancia umbral: una inductancia minima para estar en presencia de
conduccioén continua para el estado estable del convertidor, y otra inductancia minima (mayor que la
anterior), que indica que el modelo promedio tiene una respuesta transitoria utilizable o valida.

Se debe entonces fijar un valor minimo de inductancia de la bobina, que informe de la calidad de la respuesta
transitoria del modelo promedio. Como identificacion de este punto umbral, se recomienda la coordenada
de inflexion de la pendiente del error. Un acercamiento de la figura 4, indica que la inductancia que
corresponde al 20 %, tiene un error menor al 2.6 % y es el del cambio de pendiente. Asumiendo este valor
de inductancia (LSSumbral), como el punto umbral para transitorio.
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Fig. 7. Formas de onda de las simulaciones del convertidor reductor al 10 % de L

El analisis para este caso de estudio reporta una relacion entre LSSympral/Lumbral = 4.878, garantizando un
error menor del 2.6 % en el comportamiento transitorio del convertidor modelado.
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CONCLUSIONES

1.

2.

En este trabajo se ha creado un modelo promedio en espacio de estados de un convertidor reductor no
aislado.

La comparacion del modelo desarrollado con el de referencia, demuestra que a medida que el punto
de operacion del convertidor se acerca a la condicion umbral entre conduccion continua y discontinua,
el modelo paulatinamente pierde validez en su intervalo transitorio. Por esto, su futuro uso en disefios
de control, ya no es posible bajo estas condiciones.

. El estudio de caso permite obtener el valor de la inductancia umbral transitoria para el modelo

promedio y su definicion, como el valor de inductancia umbral para el punto de mayor cambio de
pendiente del error, encontrandose entonces que para: L > LSSymbrai = 4,878 Lumbral, S€ garantiza un
error menor al 2.6 % y la pertenencia de un modelo utilizable tanto para analisis transitorio como de
estado estable, siendo esto, una novedad cientifica.
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