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RESUMEN

El objetivo de este estudio es desarrollar un modelo matemaético para la optimizacion no lineal de
la explotacion de un acuifero confinado a escala regional en régimen permanente. Se utiliza
AQUIMPE (en régimen permanente) como modelo de simulacién. Se logra la vinculacién entre
los modelos de simulacion y optimizacién mediante el enfoque matriz respuesta. Finalmente el
modelo de optimizacidn es resuelto por medio de la funcidon “quadprog” del asistente matematico
MATLAB. Los resultados obtenidos, en un acuifero hipotético, muestran el esquema de
explotacion oOptima del acuifero que minimiza los costos de bombeo, al mismo tiempo que
garantiza restricciones de demanda y de niveles del acuifero.

Palabras clave: AQUIMPE, costo de bombeo en acuiferos, enfoque matriz respuesta,
MATLAB, optimizacién no lineal.

Operating costs optimization for steady state regional aquifers

ABSTRACT

The aim of this study is to develop a mathematical model for nonlinear optimization of well
extractions in confined aquifers at a regional scale and steady state flow. AQUIMPE is used as
the simulation model in steady state mode. Simulation and optimization models are linked,
which is accomplished by means of the response matrix approach. Finally, the optimization
model is solved using the MATLAB function “quadprog”. Results for a hypothetic aquifer show
the optimum well extractions scheme in which pumping costs are minimized while demand and
hydraulic head constrains are guaranteed as well.

Keywords: AQUIMPE, groundwater pumping costs, response matrix approach, MATLAB,
nonlinear optimization.
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Optimizacién de los costos de operacién para acuiferos en régimen permanente

INTRODUCCION

Las demandas crecientes sobre los recursos de agua subterranea estan creando la necesidad de
mejorar las técnicas de analisis cientifico para comprender y administrar mejor los sistemas de
agua subterranea (Barlow 2005). Desde la década de los 60, los modelos de simulacion numérica
han sido importantes herramientas para la valoracion y administracion de los sistemas de flujo de
agua subterranea. Comunmente, estos modelos eran usados para probar especificas politicas de
administracion del recurso agua, o, mediante un enfoque de prueba y error, para seleccionar la
politica que mejor satisfacia los objetivos de la administracion (Barlow 2005). El uso de tal
enfoque esquiva la formulacion rigurosa de los objetivos de la administracion del agua
subterranea y no puede considerar importantes restricciones fisicas y operacionales (Gorelick
1983).

Debido a la compleja naturaleza de los sistemas de agua subterranea y al gran numero de
factores que a menudo afectan su administracion, el proceso de seleccionar la mejor politica
puede ser extremadamente dificil. Es por ello que para abordar esta dificultad, los modelos de
simulacion del agua subterranea han sido “conectados” con técnicas de optimizacion, para
determinar la mejor (6ptima) estrategia de administracion (Barlow 2005). Los modelos que
vinculan un modelo de simulaciéon con un modelo de optimizacion para identificar estrategias de
administraciéon Optimas se conocen como modelos de simulacién-optimizacion o modelos de
administracion (Barlow et al. 1996). Segun Ahlfeld and Mulligan (2000), estos modelos
explicitamente tienen en cuenta los objetivos y las restricciones de la administracion del recurso
agua. Los principales enfoques utilizados para llevar a cabo la vinculacion entre el modelo de
simulacion y el modelo de optimizacion han sido el enfoque Matriz Respuesta (MR) y el enfoque
Embebido (Peralta et al. 1991). En el primero mediante el uso del principio de superposicion se
obtiene una matriz que permite representar la respuesta del acuifero bajo diferentes patrones de
explotacion. Por su parte el segundo enfoque, “incrusta” todas las ecuaciones del modelo de
simulacion como restricciones del modelo de optimizacion y de esta manera el modelo de
simulacion queda completamente embebido dentro del problema de optimizacion. El presente
trabajo se fundamenta en el enfoque MR.

En Cuba desde la década de los 80 se dispone de un modelo matematico para la simulacion
del flujo subterraneo, AQUIMPE (Martinez 1989), con amplias aplicaciones dentro y fuera del
territorio nacional. Esta tecnologia ha sido ampliada recientemente con un modelo matematico
para la administracion optima de la explotacion de acuiferos llamado MADA (Cabrera 2009).
Seglin Cabrera y Dilla (2011), MADA est4 basado en la inclusién de AQUIMPE dentro de un
algoritmo de programacion lineal, y por tanto solo esta capacitado para resolver problemas donde
la funcidén objetivo y las restricciones sean funciones lineales. La funcion que minimiza los
costos de operacion de la explotacion regional de acuiferos es una funcion no lineal (cuadratica),
es por ello que en la presente contribucion se propone un modelo matematico para la
optimizacion no lineal de la explotacion de un acuifero confinado a escala regional en régimen
permanente. El modelo de administraciéon propuesto utiliza el enfoque MR y resuelve el
problema de optimizacién mediante la funcion “quadprog” del asistente matematico MATLAB.
Finalmente se aplica el modelo de administracion en un acuifero hipotético donde se obtiene el
esquema de explotacion Optima que garantiza, ademas, restricciones de demanda y de niveles en
el acuifero.
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MODELO DE SIMULACION

El modelo de simulacion AQUIMPE se encuentra detallado en Martinez (1989) y mas
recientemente en Cabrera y Dilla (2011). En el presente trabajo se utiliza una modificacion de
dicho modelo considerando régimen permanente. La ecuacion diferencial para este caso es la
siguiente:

% (o2 1 2 (1 ) |
d0x dx/  0dy ay) M

donde: & es la carga hidraulica [L], b espesor saturado del acuifero [L], K conductividad
hidraulica [LT'], y W término fuente de entrada o salida vertical [LT™]. El término W puede
venir dado por la expresion (2).

W =Qs(x,y) + Qp; 6(x — %,y = ¥}) (2)

con O, gasto superficial o recarga [LT™'], 0,; gasto puntual (o explotacion) en el punto j LT,
y oes la funcion delta de Dirac[L?].

La ecuacion (1), sujeta a un conjunto de condiciones de frontera, es resuelta numéricamente
mediante el Método del Elemento Finito con tridngulo cuadratico y utilizando la aproximacion
de Galerkin. La solucion de esta ecuacion permite obtener la carga hidraulica en cualquier punto
(x,y) del acuifero.

ENFOQUE MATRIZ RESPUESTA

La vinculacion entre el modelo de simulacion y el modelo de optimizacién se lleva a cabo
mediante el enfoque de Matriz Respuesta (MR). En el caso del régimen permanente, el enfoque
MR utiliza el principio de superposicién en el espacio para obtener la respuesta de la carga
hidraulica al bombeo (Peralta et al. 1991). Segun Riefler and Ahlfeld (1996) en un acuifero
confinado la relacion entre la carga y el bombeo es lineal, por tanto la MR es una representacion
exacta de la respuesta del acuifero. A continuacion se describen los principales aspectos de este
enfoque.

Ahlfeld and Mulligan (2000) plantean que la respuesta de la carga en un punto i del acuifero
producto de un cambio en el bombeo, puede ser descrita usando la expansion de la serie de
Taylor de primer orden:

n

oh;

h(Q) = h) +
=99

Q) 3)

donde: /;(Q) es la carga en el punto i para un nuevo vector de gastos Q [L], i es la carga en el
punto i cuando no existe gasto en los puntos que se van a optimizar [L], 0h;/00; es el cambio de
la carga en el punto i por un cambio del gasto en el punto j [L/L*T"'], @ es un nuevo vector de
extracciones con componentes Qj [L*T'], y  es el nimero de puntos con gasto a optimizar.
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Los términos 0h/0Q; se denominan coeficientes respuesta del acuifero (Gorelick 1983),
(Ahlfeld and Mulligan 2000). Los coeficientes respuesta proveen informacion de la respuesta del
flujo del agua subterrdnea a cambios en el gasto de extraccion, por tanto el vinculo entre el
modelo de simulacion y el modelo de optimizacion es mediante estos coeficientes (Ahlfeld and
Mulligan 2000). El método mas utilizado para calcular los coeficientes respuesta se denomina
método de la perturbacion (Ahlfeld et al. 2005), y consiste en utilizar una diferencia finita
adelantada, segtin la expresion (4), para aproximar la derivada de la carga respecto al gasto.

dh; ~ hi(QAQ) — R}
aQ; AQ;

(4)

donde: AQj es una perturbacion o incremento del gasto en el puntoj [L°T™], hi(Qag) es la carga
en el punto 7 luego de la perturbacion en el punto j, y Qag €s un vector de gastos que tiene todas
sus componentes nulas exceptuando la componente j-ésima que es igual a la perturbacion AQj.
Es bueno sefialar que como la respuesta de la carga al gasto es lineal (en acuiferos confinados) la
derivada parcial en (3) es constante y la expresion (4) solo esté sujeta a errores de redondeo.

La matriz formada por los coeficientes respuesta es la llamada MR del acuifero. El calculo de
esta matriz requiere n+/ corridas del modelo de simulacién (en este caso, de AQUIMPE). En la
primera corrida, considerando que no existen extracciones en los puntos a optimizar, se obtienen
las cargas A, en cada uno de los puntos donde se desea controlar la carga. Luego, en las restantes
n corridas, se determinan las cargas /;(Qag) y se calculan todos los coeficientes respuesta segun
(4) para conformar la MR. Esta MR, como se verd mas adelante, permitira transformar el modelo
de optimizacion en uno donde las variables de decision son solo los gastos en los puntos a
optimizar.

MODELO DE PROGRAMACION CUADRATICA
El asistente matematico MATLAB estd dotado con la funciéon “quadprog”que permite
resolver un problema de programacion cuadratica como el siguiente:

1
min, ExTH x+ fTx
Aineq X< bineq (5)

L AggX = by
Ib<x<ub

donde: x es el vector de las variables de decision, H es la matriz Hessiana de la funcién objetivo,
/fes un vector que representa los términos lineales de la funcion objetivo, 4ine, €s la matriz de las
restricciones lineales de desigualdad, b, es el vector de los términos independientes de las
restricciones lineales de desigualdad, 4., es la matriz de las restricciones lineales de igualdad,
be, es el vector de los términos independientes de las restricciones lineales de igualdad, y los
vectores /b y ub son las cotas inferiores y superiores, respectivamente, de las variables de
decision.
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La funcion “quadprog” es usada para resolver el modelo de administraciéon propuesto y su
sintaxis puede presentar la siguiente estructura:

[xopt, fval] = quadprog(H, f, Aieq » Dineq » Aeq» beq, 1D, ub) (6)

donde: xopt puede ser un punto de minimo local para problemas no convexos y, para problemas
convexos, ser un punto de minimo global. El argumento de salida fval es el valor minimo local o
global de la funcion objetivo.

Por otra parte, la matriz Hessiana H permite determinar la naturaleza del optimo encontrado
durante la optimizacion. Si H tiene la diagonal predominante, quiere decir que el valor absoluto
de cada elemento de la diagonal principal de la fila i es mayor que la suma de los valores
absolutos de los restantes elementos de esa fila, y los elementos de la diagonal principal son
positivos, se puede decir que el problema es convexo. Entonces si el problema de programacion
cuadratica es convexo, el minimo es global (Ahlfeld and Mulligan 2000). Por altimo, la matriz
Hessiana se define como la matriz de las segundas derivadas de la funcion objetivo F, y cada
elemento de la matriz tiene la forma:

by 0°F
v 0x;0x;

(7)

FORMULACION DEL MODELO DE ADMINISTRACION

Funcion objetivo

La funcion objetivo de los costos de bombeo o de operacion es una funcion que depende del
producto de la carga y el gasto, por tanto se trata de una funcidon cuadratica. Esta funcion
objetivo se muestra a continuacion:

n

min F(Q, k) = Z cQ; (L — hy) (8)

=1

donde: F es la funcion objetivo de los costos de operacion [$/T], ¢ es el coeficiente de costo del
bombeo, expresado como el producto del peso especifico del agua [FL™] y la tarifa o costo
unitario de la potencia eléctrica [$/FL], y Lj son las distancias entre la superficie del terreno y el
fondo del acuifero en cada pozo [L].

Como se dijo anteriormente, con el enfoque matriz respuesta se puede transformar la funcion

(8) en una funcion que solo dependa del gasto. Esto se lleva a cabo sustituyendo la expresion (3)
en (8) como se muestra a continuacion:

F(Q)=icoj[ <h°+zan )] Z [(L )0, ~ <ZaQ @)Q,] ©)
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Se observa en (9) como ahora F solo es funcion del gasto Q. Ademas, gracias a que F solo
depende de @, es relativamente sencillo obtener la matriz Hessiana de esta funcion. Los
elementos de la matriz Hessiana de F tienen la forma:

H,. =62—F= 00,
V00 | _ oy ohe (19)
an aQ} '

Ahlfeld and Mulligan (2000) plantean que en la practica los mayores valores de Hkj ocurren
cuando k=j. Esto se debe a que el mayor abatimiento ocurre en el propio punto donde se bombea,
y por tanto la derivada respecto al gasto es grande (en términos absolutos, ya que 0h/00< 0).
Entonces es bastante probable que la matriz Hessiana tenga la diagonal predominante (y
positiva) y F sea una funcién convexa, garantizando que el 6ptimo sea global.

Restricciones

Las restricciones utilizadas en el modelo que se propone pueden ser de tres tipos: restriccion
de demanda, restriccion de capacidad instalada y restriccion de niveles. A continuacion se
desarrolla cada restriccion.

La restriccion de demanda consiste en que la suma de los gastos en todos los puntos a
optimizar debe igualar o superar una demanda prefijada Q.. Esta restriccion genera una
inecuacion de la forma:

n
> 0 2 Quen (n
j=1
0 en notacion matricial:
ASQ 2 Quem (12)

Segin Cabrera y Dilla (2011) el gasto de extraccion en cada punto a optimizar no debe
sobrepasar la capacidad maxima instalada, O/, en cada pozo, aunque puede entregar una
demanda prefijada le. Estas restricciones generan inecuaciones de la forma

l u
Q=0 =0 (13)

Estos dos tipos de restricciones, ecuaciones (11) y (13), estan en funcidén de la variable de
decision de gasto, por lo que su incorporacion en el modelo de optimizacion es bien sencilla. Sin
embargo, como se vera a continuacion, en las restricciones de niveles es necesario el uso de la
MR para lograr que estas restricciones solo sean funciones del gasto.

Los puntos donde se controlard la carga deben cumplir que estén por encima de un valor
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prefijado hjl. Este limite inferior puede servir para controlar caidas excesivas de la carga y evitar
fenomenos de subsidencia, para controlar los niveles de un cuerpo superficial en comunicacion
con el acuifero o los niveles proximos a la costa en los acuiferos costeros. Esta restriccion genera
las siguientes inecuaciones:

hl < h (14)

Debe observarse que estas restricciones no estan limitadas a los puntos que se van a
optimizar, sino que pueden ser aplicadas tanto en puntos a optimizar como en puntos
cualesquiera. Como se planted arriba es necesario transformar las restricciones de niveles para
que sean funciones del gasto. Nuevamente, esto se lleva a cabo mediante la MR sustituyendo (3)
en (14) y luego acomodéandose de la siguiente manera:

hl<h°+iahiQ
i SN -{j (15)
1'=1an
= Oh; A

30 & Zh—h (16)
j=1

Esta nueva expresion (16) genera un conjunto de inecuaciones lineales, que escrito en
notacion matricial resulta:

A%neq Q = bineq (17)

Modelo de administracion

El modelo de administraciéon propuesto consiste en la formulacion del problema de
programacion cuadratica compuesto por la ecuaciones (9), (11), (13) y (16), que es resuelto por
la funcion “quadprog” de MATLAB. Este modelo solo es vélido para acuiferos confinados
(o libres que puedan ser tratados como confinados), flujo bidimensional y régimen permanente.
La secuencia de pasos para implementar el modelo de administracion se muestra en la figura 1 y
luego se aplica el modelo propuesto en un acuifero hipotético.

CASO DE ESTUDIO

En esta seccion se presenta un modelo hipotético de un acuifero tomado de Martinez et al.
(2000) y es sometido a varias modificaciones. Se trata de un acuifero confinado de
aproximadamente 1,5 km® de area, con dos zonas de propiedades hidrogeologicas que coinciden
con dos zonas de infiltracion. Las condiciones de contorno son (ver figura 2A): un contorno AB
de carga conocida (95 m), un contorno CD que representa un rio, y un contorno EF que descarga
al exterior con un gasto lateral fijo (100 m%d). En aras de obtener una representacion grafica del
problema de optimizacion, se consideraran solamente dos pozos de bombeo como puntos de
optimizacion, nodos 522 y 662, ver figura 2A.
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INICIO

v

n+1 CORRIDAS
DE AQUIMPE

v

FORMULACION
DEL PROBLEMA
DE OPTIMIZACION

v

FUNCION quadprog

Figura 1. Diagrama de flujo del modelo de administracion del agua subterranea

En la figura 2A se muestra también la malla de tridngulos utilizada en la discretizacion (384
triangulos y 817 nodos entre principales y secundarios). También se presenta en la figura 2B un
perfil en la zona de los pozos a optimizar. En las tablas 1 y 2 se dan otros datos adicionales para
la reproduccion de este modelo hipotético.

Tabla 1. Propiedades y recarga del acuifero por zonas

Zona Conductividad hidraulica | LAmina de lluvia | Coeficiente de infiltracién
(m*/d) (mm/d) (%)
1 120 100 50
2 500 300 40
Tabla 2. Parametros de la funcion objetivo
Nod Peso especifico | Tarifa | Distancia terreno-fondo
odo
(kN/m?) ($/kWh) (m)
522 9,81 0,30 50
662
RESULTADOS NUMERICOS

El caso estudiado consiste en encontrar la explotacion dptima en los puntos a optimizar que
minimice el costo de bombeo, garantizando una demanda de 800 L/s y no se produzcan niveles
inferiores a 50 m en el rio modelado por los nodos 273, 548 y 734 (ver figura 2A).

Ademas se dispone de una capacidad instalada en cada pozo de 500 L/s. Siguiendo el
diagrama de flujo presentado en la figura 1 se realizé una primera simulacion del acuifero sin
considerar gasto en los puntos a optimizar. Los resultados de esta corrida permitieron obtener las
cargas /; en los nodos a optimizar y en los nodos a controlar la carga (273, 548 y 734) y se
muestran en la tabla 3.
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Figura 2. Acuifero hipotético (A) y perfil del campo de pozos (B)

Tabla 3. Cargas simuladas sin considerar bombeo en los nodos a optimizar

Nodos  Carga
(m)
522 | 131,70
662 | 132,69
273 | 123,46
548 | 133,11
734 |133,74

Luego se realizaron dos corridas adicionales que permitieron calcular los coeficientes
respuesta en los nodos a optimizar y en los nodos a controlar la carga. Los coeficientes respuesta
se muestran en la tabla 4 a continuacién. Obsérvese que los mayores valores de los coeficientes
respuesta se obtienen en los puntos que se optimizan.
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Tabla 4. Coeficientes respuesta

Nodos 522 662
522 |-0,001238|-0,001167
662 |-0,001167|-0,001285
273 |-0,000731 |-0,000733
548 |-0,001151|-0,001178
734 |-0,001164 |-0,001215

A partir de estos resultados se puede formular el problema de optimizacion, ecuaciones
(18 a 23). Es importante sefialar que en las ecuaciones (18-23) todas las unidades han sido
convertidas a metros y dias segun corresponda. Como se trata de dos variables de decision, es
posible una representacion de la region factible y del Optimo global (figura 3). Este aspecto sera
demostrado mas adelante a partir de la matriz Hessiana.

min F(Q) = 1,24 -1073Q%,, + 1,29 -1073Q%, + 2,33Q52, Qe

—81,70Q5,, — 82,69Q¢62 (18)
Sujeto a las restricciones:
Qs22 + Qg2 = 69120 (19)
7,31 107*Qs5, + 7,33 - 107* Q442 < 73,46 (20)
1,15-1073Qs55, + 1,18 - 1073Q4, < 83,11 (21)
1,16 - 1073Qs55, + 1,22 - 1073Q4, < 83,74 (22)
0 < Us22, Q62 = 43200 (23)

Finalmente se resolvio el problema de optimizacion (18-23) con la funciéon “quadprog” y se
obtuvieron los siguientes resultados: Q52,=469,43 L/s, Qs> = 330,57 L/s y F = 33684,77 $/afio.
A partir de estos resultados se muestra en la figura 4 un mapa de hidroisohipsas. En este mapa se
observa que los niveles en el rio permanecen iguales o superiores a los niveles minimos
especificados. También se puede comprobar que la suma de los gastos optimos permite suplir la
demanda declarada anteriormente. Por ultimo, la matriz Hessiana del problema se muestra a
continuacion en (24) observandose que tiene la diagonal predominante y positiva, y por tanto el
optimo encontrado es global.

24,30 22,90

H= [22,90 25,22

(24)
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Optimizacién de los costos de operacién para acuiferos en régimen permanente

CONCLUSIONES

Se concibe e implementa (de forma muy basica) un modelo matematico para la
administracion de la explotacion regional de acuiferos que minimiza la funcion objetivo no lineal
de los costos de operacion. Este modelo utiliza el enfoque Matriz Respuesta para la vinculacion
entre el modelo de simulacion y el modelo de optimizaciéon, y resuelve el problema de
optimizacién mediante la programacion cuadratica utilizando el asistente matematico MATLAB.
Ademas, se tienen en cuenta restricciones de demanda, de capacidad instalada y de niveles.

Se obtiene el patron optimo de la explotacion de los pozos de bombeo en un acuifero
hipotético, donde se garantiz6 que el Optimo encontrado era global. Ademads, el modelo de
manera satisfactoria cumplio con todas las restricciones impuestas.

El modelo propuesto es aplicable solamente en acuiferos hidraulicamente confinados, bajo
flujo regional bidimensional y régimen permanente.
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