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RESUMEN: En este articulo, se ejemplifica el uso de métodos problémicos en la direccion del proceso de ensefianza apren-
dizaje del calculo de integrales indefinidas. Primeramente, se presenta el marco tedrico referencial del trabajo; luego se pro-
pone una metodologia para calcular integrales indefinidas. A continuacion, son presentados algunos ejemplos ilustrativos
del uso de métodos problémicos durante la implementacion de la metodologia. Con este articulo, se persigue el objetivo de
auxiliar a profesores en su actividad de ensefianza del célculo de integrales indefinidas.
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ABSTRACT: In this article, the use of problemic methods in the direction of the teaching-learning process of the calculation of
indefinite integrals is exemplified. Firstly, the theoretical framework of the work is presented; then, a methodology is proposed
to calculate indefinite integrals. Below, some illustrative examples of the use of problemic methods during the implementation
of the methodology are presented. With this article, the objective of assisting teachers in their teaching activity of the calcu-
lation of indefinite integrals is pursued.
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INTRODUCCION

Se concuerda con Cabrera, et al. (2011), al plantear que “la escuela, que en nuestra sociedad tiene entre sus tareas
primordiales la de contribuir decisivamente a la formacion multilateral de nuestros escolares, dedica gran parte de sus
esfuerzos a crear las condiciones para que los alumnos aprendan a pensar’” (p.4). Alineada con tales esfuerzos esta
la inclusion de asignaturas de Matematica a lo largo de la ensefianza general y en la ensefianza superior, teniendo
como base las potencialidades de la Matematica para contribuir al desarrollo del pensamiento logico, elemento de vital
importancia para la resolucion de problemas en la vida escolar, la social y la laboral.

El uso de métodos heuristicos en las clases de Matematica propicia el rol activo de los estudiantes, realizando ope-
raciones basicas del pensamiento tales como analizar, comparar, establecer analogias, generalizar, entre otras, con-
tribuyendo por medio de estas a que ellos desarrollen la capacidad de resolver problemas, constituyendo esta, a
decir de Ballester, et al. (2018), un elemento del aspecto instructivo de los objetivos de ensefianza aprendizaje de la
Matematica.

En la ensefianza superior, una regularidad del proceso de ensefianza aprendizaje del Calculo es la existencia de
dificultades de los estudiantes en el calculo manual de integrales indefinidas. Una de las principales causas de este
fendmeno es la inexistencia de un procedimiento algoritmico para calcular cualquier integral indefinida, aun cuando
el integrando es una funcion elemental dada mediante una férmula sencilla, por lo que el calculo de integrales indefi-
nidas adquiere la connotacion de problema, de ahi que cobre importancia la seleccion por el profesor(a) de métodos
problémicos, fundamentado en su contribucion a la reflexion, la actividad productiva de los estudiantes, el desarrollo
del pensamiento creador y la independencia cognoscitiva

DESARROLLO

Con el objetivo de auxiliar a profesores en su actividad de ensefianza del célculo de integrales indefinidas, se proce-
dera a ejemplificar el uso de los métodos problémicos: de exposicion problémica, el de conversacion heuristica y el
de direccion del trabajo independiente, en medio de la resolucion del problema de célculo de integrales indefinidas.

Algunos conceptos y precisiones basicos (Rodriguez, et al., 1988; Jiménez, 2009; y Stewart, 2018).

* Algunas férmulas de integracion bésicas:

| [l 0 i)+, 0 fy(0) 4tk o [, (0W =K [ /()& +h, [ /(0 +...+k, [ f,(0)d , donde k., k... K,

son nUmeros reales.

. Ifdg =f —Jgdf Formula de integracion por partes.

1] I(f(g)g')d =F(g)+c ,siendoF una primitiva de fen [

+ Se entendera por funciones racionales las polindmicas o las expresadas mediante el cociente de dos funciones
polinébmicas.

+ Las fracciones simples o parciales son las que tienen una cualquiera de entre las formas siguientes:

A +B
4 A Al , conp’ —4g<0y A +B —,

B L S — — con p* —4q<0 yne N,n>2 y admiten ser integra-
x—a (x—a)" X +p +q x"+p +9)

das de la siguiente manera:
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n+l

IV Iid — Ah|x—a|+c (V) JiA A=A e R
x—a

(x—a)" —-n+
A +B . L _ )4
En los casos Iz—d ,donde ne N, n =1, puede procederse a realizar la sustituciéon u = x + -, con lo que
(X +p +q) 2

se simplifica el célculo de la integral.

+ Adiferencia de la derivacion', en la integracion indefinida, no existen reglas generales para el célculo de primitivas;
no obstante, el andlisis de la estructura del integrando y la practica sistematica favoreceran la toma correcta de
decisiones en torno a que técnica de integracion usar en cada caso particular, si existen primitivas elementales. De
lo que se trata es de tener disponibles nuestros recursos para descubrir cual debe ser la clave de éxito.

» Algunos recursos que pueden ser tenidos en cuenta son:

- Lasreglas de integracion inmediata

- Los métodos clésicos de integracion: el de Sustitucion y el de Integracion por partes. En el caso de las funciones
racionales fraccionarias: la division de polinomios y la descomposicion de fracciones racionales propias en frac-
ciones simples.

- Las tablas de integrales.

Método de exposicion problémica:

El docente expone el contenido mostrando la(s) vias de solucion de un determinado problema. Didlogo mental entre
profesor y estudiante; el primero se apoya en preguntas que él mismo responde (demuestra la I6gica del razonamien-
to) para asi guiar el pensamiento del estudiante (Colectivo de Autores, 2003).

Con la utilizacion de este método el profesor pretende familiarizar a los alumnos con la légica contradictoria de la
busqueda de las soluciones de los problemas formulados en la clase. El profesor desarrolla en forma de dialogo
mental el hilo conductor del razonamiento que lleva a la soluciéon de los problemas originados por el planteamiento de
situaciones problémicas (Ballester, et al., 2018).

Método de conversacion heuristica: En este método el profesor plantea a los estudiantes preguntas y tareas problé-
micas, cuya solucion independiente se efectla durante la conversacion heuristica (de busqueda), los debates de los
estudiantes y los comentarios a la realizacion independiente de experimentos. El descubrimiento de los huevos hechos
se produce como resultado del andlisis de los datos de la tarea y de la generalizacion de los hechos presentados
por el profesor. Lo que favorece a eliminar el formalismo, en la medida en que las situaciones que se le plantea a los
estudiantes, activen su pensamiento, teniendo en cuenta el grado de dificultad en funcion del nivel de asimilacion de
los mismos (Cabrera, et al., 2011).

Se entiende por método de trabajo independiente aquel donde “el estudiante realiza tareas de manera independiente,
bajo la guia del profesor” (Colectivo de Autores, 2003, p.78)

Propuesta de metodologia para calcular integrales indefinidas de funciones elementales, en términos de funciones
elementales

1. Analizar el integrando de la integral, para decidir si esta forma parte de la lista de integrales declaradas como
inmediatas:

1 'Para calcular derivadas, basta conocer las derivadas de las funciones elementales béasicas y las reglas de derivacion para
las funciones que resultan de realizar operaciones aritméticas y de composicion de tales funciones.
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+ Si se reconoce como inmediata, proceder a calcular la integral por medio de la tabla.

» Si no se reconoce la integral como inmediata, valorar la posibilidad de transformarla en inmediata(s) aplicando
operaciones aritméticas y/o identidades de alguno(s) de los tipos: algebraicas, trigonométricas, exponenciales y
logaritmicas, o ensayar una sustitucion. Si se intenta la sustitucién, en principio, buscar una funcién presente en
el integrando, ademas de su diferencial, quiza multiplicado por una constante. Si esto Ultimo se logra, se procede
a declarar tal funcién como la variable auxiliar y proceder a aplicar la férmula (1), y la (I) caso que el integrando
quede expresado como una combinacion lineal finita de funciones mas faciles de integrar.

2. Silas acciones anteriores resultaron infructiferas, proceder a clasificar el integrando en racional o no racional.
Si el integrando es una funcién racional expresada mediante una fraccion de dos polinomios, clasificarla en propia? o
impropia?:

+ Silafraccion es propiay, a la vez, una fraccion simple (también se le dice parcial), aplicar la regla de integracion
correspondiente segun el tipo de fraccion simple.

+ Si es una fraccion racional propia, pero no simple, proceder a descomponer en fracciones simples y luego conti-
nuar como en el inciso anterior; finalmente, hacer uso de (l).

« Sila fraccion racional es impropia, efectuar la division indicada, para obtener la suma de un polinomio y una frac-
cioén racional propia. En este caso, proceder a sumar la integral del polinomio y la de la fraccién propia, de acuerdo
con ().

+ Si el integrando es una funcién no racional, valorar la posibilidad de aplicar alguna sustitucién o el método de in-
tegracion por partes, para obtener directamente el resultado o, al menos, reducir el integrando a uno que esté en
alguna tabla de integrales.

3. Una vez calculada la integral, verificar si lo estd o no correctamente procediendo a derivar el integrando.
Ejemplos de la aplicacion de la metodologia propuesta

Ejemplo 1(uso del método de exposicion problémica)

Cotoutar a |I 2x— 1—x2—1+xh2x x’+3x-2
alcular la integra \/— -
1-x? X' —x

Quizé razonaria asf:

No reconozco esta integral como una del grupo de integrales inmediatas; no obstante, el integrando es la suma de
tres funciones. Pienso entonces en aplicar la formula (1), lo cual permite calcular, por separado, las tres integrales y
luego sumarlas:

J- 2x—/1—x% -1
J1=x?

Una vez mas, no reconozco la integral como inmediata, pero el integrando viene expresado en forma de cociente de
una suma entre un monomio, por lo que, efectuando la division indicada y haciendo uso de la formula de integracion
(), quiza logre expresar la integral por medio de una suma de integrales inmediatas o, al menos, mas sencillas:

2 El polinomio numerador tiene grado menor que el del denominador.

3 El polinomio numerador tiene grado mayor o igual que el del denominador.
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2x —+1-x7 -1 1
f }" T
—2x 1
Z_J-\/?d _Ild _.[\/?d

=—[(-x")" (2xdx) [1a j—d

Vi-x*

=—ju;d —Ild —J‘;d con u=1-x*

N1=x?

Y estas integrales estan @ i lista d integrales inmediatas :

=————F"———x—arcsenx+c, Por(Ill)y V)

2
=-241-x" —x—arcsenx+c,

_[xh *xd -

La integral no me resulta inmediata, tampoco se me ocurre ninguna transformacion en el integrando, tampoco ninguna
sustitucion, al menos en principio. Pero el integrando es una funcién no racional y esta en forma de producto, por lo
que quizéa sea Util la féormula (l1), de integracion por partes. La elecciéon que supongo conveniente es:

j (In® x} xdvx)

x’ , 2h x

Hacemos entonces la eleccion f(x)=h >x y g'(x)=xdx , de donde resulta g(x) =7 y f'(x)d = d .

Entonces, al aplicar la formula (Il), se obtiene:
x2
j(ln2 xf xd)="-h 2 x—jxh xdx

x* x? x 1
= h’x—(—hx—|=—e)d 8 volvio a aplicar (I
> (Ghx=[Ze0) plicar (I )

:%(lnzx—h x+%)+c2

2Ty

J~x3+3x—2
xt—x

La integral no me resulta inmediata, tampoco se me ocurre ninguna transformacion en el integrando, tampoco ninguna
sustitucion, al menos en principio. Pero el integrando es una fraccion racional impropia, por lo que se impone efectuar
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la division con resto, porque ello me conduciria a integrales de polinomios y de fracciones racionales propias, y sé
como orientarme en tales casos:

jx3+3x—2d =I_x+l+4x_2—d

X' —x X' —x |

Debido a que el integrando es una suma de funciones, aplicaré la férmula (I) de integracion:

4dx-2 2x1

x+1+
x - X x — X |

J-x +3x— 2d I 4x -2

d j(x+1)d +j —d j(x+1)d +2j

Logrando las inmediatas:

2x-1

j(x+1)d +2j

a’ J.ua’u+2’|.—:7—|-2h|v|+c3 (le)

Zh‘xz —x‘+c3 Por (IIT) (¥ ) y (V)

Entonces

J- 2x —1-x7 _1+xh 2x_x3+3x—2
V1-x? X’ —x

2 1 12
=-241-x" —x—arcsenx+%(ln2x—h x+5)——(x+ )

—2h‘x2—x‘+c

Notas:

Se pudo haber calculado la /ntegra/J. d teniendo en cuenta que el integrando es una fraccion racional propia

- X

no simple, por lo que se descompone en fracciones simples. Se tiene entonces que 4x-2 _ A4x-2 = 4 + B y, al

X' —x _x(x—l) x x-1

multiplicar la igualdad por el mcm de los denominadores, se obtiene 4x—-2=A(x—-1)+B8 =(4+B)x— A4, de donde

resultaque 4+B=4 y —-A=-2,porloque 4x-2_2 2 y

x—xxx]

J.x . J.[ +}f’ —2_[{ +}xl :2(ln\x\+h‘x_1‘)+k:2h‘x2_X‘Jrk

Al verificar la correccion del célculo la integral, si se recurre a un sistema algebraico computacional para derivar las
primitivas encontradas, es posible que haya que realizar manipulaciones algebraicas para demostrar la equivalencia
del integrando con la derivada mostrada por el sistema.
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Ejemplo 2(uso del método de la conversacion heuristica)

Calcular la integral .[senxdn(tanx)d :

Pregunta formulada por el profesor(a): Guidndote por la metodologia que se te brinda, ;en torno a qué meditarias
primero?

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: En torno a si le reconozco alguna primitiva al integrando.
Pregunta formulada por el profesor(a): ;Y reconoces alguna primitiva del integrando?

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: No.

Pregunta formulada por el profesor(a): Entonces ;qué propones?

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: Tratar de transformar el integrando usando identidades, operaciones
aritméticas o ambas cosas.

Preguntas formuladas por el profesor(a): ;Para qué? ;,Cuél(es) en este caso?

senx

tan x =
Respuesta que se espera emitan los estudiantes: Cosx

Estimulo o impulso dado por el profesor(a) si no se logra la respuesta anterior: en general, ;qué se ha hecho costum-
bre hacer cuando coexisten las razones trigonométricas seno, coseno y tangente?

senx

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: expresar la tangente en funcién del seno y el coseno: tan x =
COS X

Pregunta formulada por el profesor(a): Y qué obtienes si contindas por aqui?

senx

Isenx e In( )d

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: cosx
Pregunta formulada por el profesor(a): 4 Consideras que has avanzado en encontrar la solucion?
Respuesta que se espera emitan los estudiantes: No, esto no me resuelve.
Estimulo o impulso dado por el profesor(a): Consulta la metodologia. ;Qué se te recomienda?

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: Bueno...el integrando no es racional...pero tiene forma de producto,
por lo que pudiera pensar en la integracion por parte

Respuesta formulada por el profesor(a): Efectivamente, intentémoslo. De acuerdo con la estructura del producto,
¢cual funcion propones para derivar?

senx

Respuesta que se espera emitan los estudiantes: derivando In( ), tenemos:
coS X
senx senx cosx 1
jsenxOIn )d =-cosxeln( )—I(—cosx)o e——d Por(l)
cosx cosx senx cos"x
senx 1 senx 1
=—cosx e In( )—J.(— )i =-—cosxeln( )+ | —A
CcOSX senx cosx senx
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Y esta ditima integral se calcula inmediatamente con una tabla o un sistema a/gebraico computaciona/'

,por lo que la respuesta final es senx
I—d ln(tan—)+c pord P Isenxﬂn( ) +h tan( )+c
senx COSX

)d =-—cosxe ln(

Ejemplo 3(uso del método de direccion del trabajo independiente)

Calcular la integral I‘d
X +8

Estimulos o impulsos dados por el profesor(a): ¢Le conoces alguna primitiva al integrando? Si tu respuesta es nega-
tiva, ten en cuenta que el integrando es una fraccion racional propia no simple, porque el denominador es una suma
de cubos, por lo que es de esperar que puedas factorizarlo completamente y proceder luego a la descomposicion del
integrando en fracciones simples: inténtalo.

Respuesta que emitieron (en medio de otros impulsos y correcciones) la mayoria los estudiantes durante la observa-
cion realizada por el profesor(a):

2 2 _
I.Zax / I 3x —I|: B +C :|lﬂ'=j|: 1 N 22x 2 }v’
x +8 (x+2§ x> =2x+4) x— 2 X =2x+4 x—-2 x"-2x+4

_I 2d J‘ 2x2 2+4d J.— J-2vdv conu=x-2 y v=x-1
xX— X

=h[x—2[+h[x* ~2x+4[+c=h|x—-2( " ~2x+4)|+c=h |y’ ~8+c Uy F )

Respuesta emitida por el profesor(a): ;,Como saber si es correcta la respuesta?
Respuesta que emitieron los estudiantes: Derivando el resultado y chequear si se retorna a la funcién integrando.

Respuesta emitida por el profesor(a): Haganlo. ;Este célculo no les sugiere una via mas rapida para calcular la inte-
gral? ;Cual? Apliquenla.

Respuesta que emitieron los estudiantes:

Haciendo u = x* + 8, g obtiene:

zd) J’

_[ S (x +8)'d I— h|u|+c h‘x +8‘+c Por (Ill)y (V')
x

CONCLUSIONES

El uso del método de exposicién problémica, el de conversacion heuristica y el de direccién del trabajo independiente,
durante la implementacion de la metodologia propuesta, propician la reactivacion de conceptos y teoremas del calculo
integral que constituyen nivel de partida indispensable para el célculo exitoso de integrales indefinidas.

Un correcto tratamiento didactico del calculo manual de este tipo de integrales contribuye al desarrollo del pensa-
miento légico de los estudiantes, especialmente a través de su principal ambito de manifestacion: la resolucion de
problemas.
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Disponer de tablas impresas de integrales indefinidas y
las incorporadas en sistemas algebraicos computacio-
nales no debe considerarse razéon suficiente para pres-
cindir definitivamente del calculo manual de este tipo de
integrales.

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Ballester, S., et al. (2018). Diddctica de la Matematica.
Félix Varela.

Cabrera, L., et al. (2011). La Heuristica en la ensefanza
de la Matematica. http://www.bibliociencias.cu/gsdl/
collect/libros/index/assoc/HASHO174/138d28e8.dir/

doc.pdf

Colectivo de autores. (2003). Preparacion Pedagdgica
Integral para Profesores Universitarios. Félix Varela.

Jiménez, M. H. (2009). Andlisis matematico en R. Instituto
Superior Pedagogico “Enrique José Varona”.

Rodriguez, R., et al. (1988). Calculo diferencial e integral.
Pueblo y Educacion.

Stewart, J. (2018). Calculo en una variable con
trascendentes tempranas. International Thomsom
Editores, S.A.

Volumen 12 | Nimero 5 | septiembre-octubre, 2020

453



