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RESUMEN

El objetivo del presente articulo es realizar una propuesta de procesos para el tratamiento de teoremas matematicos en
el nivel superior. Se realiza a partir de un sistema de acciones didacticas basadas en la resolucion de problemas para
contribuir a elevar la calidad del tratamiento metodoldgico y al aprendizaje significativo de los teoremas en el proceso de
ensefianza - aprendizaje del Analisis Matematico para la carrera Licenciatura en Matematicas. Para cumplir el objetivo se
han desarrollado los procesos previstos, se ejemplifica por medio de un conjunto de problemas, se expresa la intencion
didactica, con la resolucion se tributa a subprocesos que intervienen en el tratamiento de los teoremas (obtencion, de-
mostracion, valoracion, asimilacion, aplicacion, generalizacion).

Palabras clave: Teoremas matematicos, proceso de ensefianza-aprendizaje basado en problemas, anélisis matematico.

ABSTRACT

The proposed obijective of this articleis “to make a proposal for new processes for the treatment of mathematical theorems
at the superior level”. The proposal take into account a system of didactics actions based on problem solving, to help
raise the quality of the methodological treatment and meaningful learning theorems in the process of Teaching - Learning
Mathematical Analysis in the Licensure career Maths.

The objective set has been completed, as have been proposed processes provided for handling the necessary and suffi-
cient arguments for it, while exemplified by a set of problems, expressing the didactic intention of them, whose resolution is
taxed some of the threads involved in the processes of treatment of the theorems (obtaining, demonstration and assessment,
valuation, assimilation, application, generalization).

Keywords: Mathematical theorems, problem-based teaching-learning process, mathematical analysis.
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INTRODUCCION

Un rasgo comun de muchas investigaciones pedagégi-
cas contemporaneas es que se dirigen hacia los educan-
dos para gue no sean vistos como receptores pasivos de
volumenes de contenidos, sino como individuos capaces
de aprender activa y significativamente, pero no siempre
se logra en la préactica educativa de la educacion superior.

En el ambito de la Didactica de la Matematica, Torres, citado
por Diaz (2003), plantea: “;,como puede lograrse el apren-
dizaje desarrollador en la ensefianza de la Matematica? De
acuerdo con lo que se ha venido reflexionando no puede
faltar el trabajo sistematico con problemas, pues sin él la
apropiacion no podra ser activa ni creadora’.

En Rebollar (2000, p.25) puede leerse:

“La ensenanza basada en problemas consiste en el planteo
y resolucion de problemas en cuya resolucion se produce
el aprendizaje. En este caso no se trata de problematizar el
objeto de ensenanza ni de plantear problemas complejos
que requieran de nuevos conocimientos matematicos, mas
bien se irata de resolver problemas matematicos relaciona-
dos con el objeto de ensenanza, sin confundirse con él, y
que van conformando hitos en el nuevo aprendizaje. Este
tipo de enserianza no esta diddcticamente estructurado”.

Una de las situaciones tipicas en el proceso de ensefan-
za — aprendizaje de las Matematicas en general y de la
disciplina Analisis Matematico en particular, es el trata-
miento de los teoremas matematicos, los cuales expresan
relaciones entre conceptos ya definidos, por lo que di-
chos teoremas requieren, como condicién necesaria, de
un adecuado tratamiento de los conceptos que relacio-
nan, a la vez se necesita de procesos propios, como el de
la preparacion del camino para la obtencion del teorema,
el de busqueda de la demostracion, el de representacion
de la demostracion y de asimilacion del teorema'y su de-
mostracion (Martinez, 2005).

Una adecuada disertacion para el tratamiento de los teo-
remas que se imparten en la ensefianza general media
(EGM) puede encontrase en Ballester, et al., (1992). No
obstante, los autores de este trabajo han obtenido argu-
mentos que demuestran que los procesos propuestos en
el texto antes citado no son suficientes para el abordaje
de los teoremas que se imparten en la disciplina Analisis
Matematico de la carrera Licenciatura en Matematica.

Algunos de estos argumentos son:

» Se ha transferido a la Educacion Superior los métodos
establecidos en la Didéactica de la Matematica para
la Ensenanza Media para el tratamiento de teoremas,
sin tener en cuenta especificidades que posee en el

proceso de ensefianza aprendizaje de la matematica
superior.

» En el nivel superior pueden considerarse contenidos
referentes a otras disciplinas matematicas que brindan
herramientas para la demostracion de proposiciones.

» El empleo de medios auxiliares heuristicos durante
la busqueda de la demostracion de un teorema en el
nivel superior adquiere una diversidad mayor que la
presentada en el nivel medio.

» El manejo frecuente de lemas y corolarios como casos
particulares de teoremas en el nivel superior.

» El establecimiento frecuente de articulacion horizon-
tal entre asignaturas del afio de estudio y vertical
hacia delante o hacia atras con asignaturas de afios
anteriores o posteriores para emplear sus herramien-
tas o para realizar consideraciones perspectivas y
retrospectivas.

» La seleccion de la via de demostracion mas racional,
la cual no coincide necesariamente con la mas senci-
lla, es tarea frecuente para los estudiantes del nivel su-
perior, al enfrentarse a la demostracion de teoremas.

» La connotacién que adquiere la aplicacion de teore-
mas y demostraciones conocidas (o algunos de sus
pasos) a la formulacion de proposiciones y obtencion
y demostracion de nuevos teoremas.

» La aplicacion de teoremas conocidos en tareas inves-
tigativas encaminadas a resolver problemas relativos
a las investigaciones que se llevan a cabo en los gru-
pos de investigacion del entorno de los estudiantes.

» La importancia que posee la realizacion de generali-
zaciones de teoremas en el nivel superior, a diferen-
cian de la ensefianza media.

Estos argumentos llevan a los autores a replantearse la
validez de los procesos propuestos en el tratamiento de
teoremas de la Matematica que se imparte en la ensefian-
za media y que han sido extrapolados de manera acriti-
ca a los teoremas del nivel superior. Por ello, el presente
articulo posee como objetivo realizar una propuesta de
nuevos procesos para el tratamiento de teoremas mate-
maticos en el nivel superior. Se realiza una comparacion y
ejemplificacion de los procesos existentes y los propues-
tos por los autores por medio de una actualizacion de los
resultados presentados por Celestino (2014).

DESARROLLO

Se presenta la articulacion entre las fases consideradas
para la resolucion de problemas con los procesos para el
tratamiento de teoremas, estableciendo en cada uno de
ellos los aspectos comunes con Ballester, et al. (1992), re-
presentados por proceso de busqueda del teorema (B1),
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procesos de busqueda de la demostracion (B2), proce-
sos de representacion de la demostracion (B3) y proceso
de asimilacion del teorema y su demostracion (B4).

Los procesos propuestos por los autores (PPA) son:
proceso de obtencion del teorema (U1), proceso de de-
mostracion del teorema (U2), proceso de valoracion del
teorema (U3), proceso de asimilacion del teorema y su
demostracion (U4), proceso de aplicacion del teorema
(U5), proceso de generalizacion / restriccion (U6). Se
realizan las respectivas argumentaciones, se muestran
algunas consideraciones que justifican su elaboracion y
ejemplificaciones pertinentes.

§1. Proceso de obtencion del teorema (U1)

En este proceso se dirigen las acciones de los alum-
nos a establecer una suposicion aplicando recursos
heuristicos. De manera general es casi andlogo al B1;
sin embargo, se considera pertinente introducir y hacer
énfasis, por la importancia y aplicacion que tiene en la
Educacion Superior, el empleo de organizadores de la
informacion como ilustracion del vacio que se pretende
llenar con la regularidad que se busca, para contribuir al
aprendizaje significativo de los estudiantes. Un ejemplo
de ello es:

Ejemplo 1:

Después de dar los primeros pasos durante la busqueda
del teorema que relaciona las colecciones de las funcio-
nes continuas con las derivables en un punto x, puede
suscitarse un intercambio heuristico encaminado a ana-
lizar: ;Cuél mapa de extensiones pudiera relacionar las
colecciones de funciones continuas C [x,] en x, con las

derivables D[x,] en x,?
& )" ||

Figura 1. Posibles mapas de extensiones que relacionan las fun-
ciones derivables y las continuas en un punto.

Clx Do

Este proceso, desde la propia propuesta de Ballester, et
al. (1992), al igual que esta, expresa la articulacion que
se da entre la resolucion de problemas en el tratamiento
para la obtencién del teorema. Es por tal motivo que este
proceso queda estructurado de la siguiente manera:

Comprender el problema:

» Creacion de motivos, dada por la necesidad de en-
contrar una regularidad desconocida hasta el momen-

to. (Comun con B1).

» Planteamiento del caracter de la regularidad que se
desea encontrar (existencial, universal). (Comun con

B1).

Empleo conveniente de organizadores de la informa-
cidn que expresen el vacio que se necesita llenar con
la nueva proposicion. (PPA)

»

» Determinacion de las condiciones que van a constituir

parte de la hipotesis del teorema. (Comudn con B1).

» En esta fase los datos del problema de la obtencion
son dichas condiciones y la incognita es la regularidad

que se desea encontrar. (PPA).

Concebir del plan:

» Precisar el objetivo de la busqueda, teniendo en cuen-
ta las condiciones en que se desarrolla (medios, ta-

reas resueltas anteriormente). (Comun con B1)

» Via que se empleard (Via reductiva o via deductiva).

(Comun con B1)

» Encontrar la idea de solucion y preparar un plan para

su realizacion. (Comun con B1)

Ejecutar del plan:

» Conduccion a la suposicion deseada, a través del de-
sarrollo de la idea y el plan de solucion previsto en el

subproceso anterior. (Comun con B1)

» Culmina con el enunciado de una proposiciéon que ex-

presa la regularidad que se investiga. (Comun con B1)

Examinar la solucion:

» Andlisis retrospectivo de los métodos empleados (ana-

logfas, mediciones, comparaciones). (Comun con B1)

» Valoracion critica de la via utilizada (deductiva o re-

ductiva). (Comun con B1)

» Valorar si la proposicion encontrada expresa la rela-

cion buscada entre los datos y las incognitas. (Comun
con B1)

Se considera pertinente, a diferencia con Ballester, no in-
cluir en este proceso lo que propone acerca de reflexion
sobre la necesidad de emprender una demostracion, ya
que esta formaria parte del siguiente proceso, con el que
se pretende motivar a partir de la necesidad de buscar
una demostracion de la proposicion encontrada como
problema a resolver.

Ello influye positivamente desde el punto de vista for-
mativo en los estudiantes universitarios, tiene marcado
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énfasis en los profesores de Matematica, pues les per-
mite percibir la articulacion entre la resolucion de proble-
mas con los procesos para el tratamiento de teoremas
como parte de las habilidades didacticas a lograr. Esto
hace que, después de haber obtenido el teorema, llevar
a cabo la demostracion de este como todo un proceso,
puede considerarse como un gran problema a resolver.
Es por ello que el siguiente proceso es la demostracion
del teorema (U2).

§2. Proceso de demostracion del teorema (U2)

En este nuevo proceso los autores consideran necesario
que se dé una unidad de los procesos de busqueda de
la demostracion (B2) y la representacion de la demostra-
cion (B3) que Ballester propone, ya que el primero solo se
queda en concebir del plan para la demostracion y no es
hasta el segundo que se lleva a vias de hecho la demos-
tracion buscada. Puede ser que por esta causa Ballester
no concibe el empleo de su programa heuristico general
para la resolucion de problema en la demostracion del
teorema. Estos dos procesos en la actividad docente de
la Educacion Superior quedan en el marco de una misma
clase como expresion del PEA.

Para este proceso los autores introducen otros elemen-
tos, los cuales quedan expresados dentro de su estruc-
tura y son argumentados en el mismo. Se describe este
proceso.

Proceso de demostracion del teorema (U2): esta enca-
minado a encontrar la idea de la demostracion, trazar y
realizar el plan de solucion de acuerdo con los medios
disponibles, dejar por escrito la cadena de inferencias y
fundamentaciones que la hacen comprensible.

Comprender el problema:

» Debe motivarse la necesidad de la demostracion ha-
ciendo ver a los alumnos los posibles errores come-
tidos al comparar los casos particulares durante la
obtencion (errores de medicion, 6pticos, existencia de
reciprocos falsos). (Comun con B2)

» Debe precisarse lo que se desea demostrar por medio
de la comprension del enunciado de la proposicion,
analisis de su estructura logica: ¢es una proposicion
universal o existencial?, jcuéles son sus premisas y su
tesis?, jse puede construir algun medio auxiliar para
el analisis? (Comun con B2)

» En esta fase el dato es la regularidad obtenida y la
incognita es la demostracion formal de la misma para
llegar a constituirla como teorema. (PPA)

Concebir del plan:

» Debe determinarse el campo de busqueda, respon-
diendo las preguntas: ;se conocen las definiciones,
caracterizaciones o condiciones necesarias de los
conceptos relacionados en el teorema?, jhan sido es-
tudiados otros teoremas con premisas o tesis similares
a las de este? (Comun con B2)

» Ademas de la unidad de estudio y los contenidos an-
teriores deben considerarse contenidos referentes a
otras disciplinas matematicas que brindan herramien-
tas para la demostracion de proposiciones. (PPA)

» Debe elegirse el método de demostracion mas ade-
cuado: directo o indirecto. El primero generalmente
cuando el teorema esta enunciado en forma implica-
tiva y pueden apreciarse indicios de que, por medio
de inferencia légicas, puede llegarse a la tesis. El indi-
recto cuando se necesita probar la unicidad de algun
elemento, o sea mas conveniente realizar inferencias
l6gicas a partir de la negacion de la tesis y usando la
hipotesis, llegar a una contradiccion. (Comun con B2)

» Deben precisarse los recursos heuristicos a emplear:
principios, reglas, estrategias, medios e impulsos
comprensibles a los alumnos. (Comun con B2)

» Deben emplearse las reglas heuristicas en el proce-
so de busqueda de la demostracion, ademas de las
propuestas para el nivel medio: sustituir conceptos
por sus definiciones, representar magnitudes con va-
riables; se proponen ademas para el nivel superior:
sustituir conceptos por sus caracterizaciones o por
sus condiciones necesarias, en dependencia de una
u otra. Un ejemplo ilustrativo es el siguiente teorema
con su demostracion:

Ejemplo 2.

Teorema: toda funcion derivable en un punto es continua
en ese punto.

Demostracion: La condicion de continuidad es equivalen-
te a demostrar que:

fim [ (o, +1) = F ()] =0

Ecuacion 1. Expresion equivalente para la continuidad
puntual

Partiendo del miembro izquierdo de esta expresion,
resulta

1_-'i‘_I'l|itl[L.l'“I::urc +i)— fix,)] = lim/ [f(x, +’;Ej;:_f':xc}] _

=1___Lmﬂ LF[.'-I:',: +";'Ej;_.|ﬂ:x-:::'] =f|:I,_}1f._IE..-’E=D

Ecuacion 2: Idea de la demostracion
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» Deben precisarse los medios auxiliares heuristicos,
confeccionar figuras de andlisis, trazar lineas auxilia-
res. Se proponen la definicion de funciones auxiliares
convenientes, empleo de desigualdades oportunas,
cambios de variables convenientes, formulacion y de-
mostracion de lemas como teoremas auxiliares a em-
plear en la demostracion. (PPA)

» En esta fase debe valorarse la conveniencia de enun-
ciar y demostrar uno o varios lemas auxiliares que con-
tengan resultados parciales importantes a ser usados
en la elaboracion del plan de demostracion. (PPA)

» Debe aprovecharse las potencialidades del error que
cometen los estudiantes durante la solucién de los
problemas conducentes a la demostracion. (PPA)

» Se elabora el plan de demostracion. (Comun con B2)

» Unavez encontrada la idea de la demostracion, se debe
comprobar si las inferencias realizadas son correctas y si
puede fundamentarse cada paso. (Comun con B2)

Ejecutar del plan:

» Se tiene en cuenta la idea y el plan de demostracion
hallados. (Comun con B3)

» Debe tenerse en cuenta la sucesion de indicaciones
(en demostraciones directas): escribe las premisas y
la tesis, dibuja una figura de analisis en caso nece-
sario, escribe en orden todas conclusiones parciales
gue van conduciendo de la premisa a la tesis, verifica
las inferencias y escribe las fundamentaciones nece-
sarias, elabora una oracion que exprese lo que has
demostrado. (Comun con B3)

» Debe aprovecharse las potencialidades del error que
cometen los estudiantes durante ejecucion del plan.
(PPA)

» Debe dejarse por escrito la cadena de inferencias y
sus fundamentaciones que la hacen comprensible.
(Comun con B3).

Examinar la solucion:

» Andlisis retrospectivo de los métodos empleados (di-
recto o indirecto).

» Analisis retrospectivo de la representacion de la de-
mostracion realizada. (PPA)

» Debe motivarse la necesidad de realizar valoraciones
sobre la consistencia de los pasos ejecutados en la
demostracion realizada. (Comun con B3)

» En cuanto al resultado de la representacion de la de-
mostracion, pueden contestarse las preguntas: ;contie-
ne los pasos fundamentales para la comprension de la
demostracion?, esta expresada en un lenguaje ade-
cuado?, jcontiene pasos superfluos? (Comun con B3)

§3. Proceso de valoracion del teorema (U3) (PPA)

Este proceso estd encaminado a valorar otras vias de
demostracion del teorema, valoracion del reciproco del
teorema y su validez, asi como ubicar el teorema obteni-
do en el sistema de conocimientos del alumno. Cada uno
constituye un subproceso que posee su tratamiento inde-
pendiente, segun el modelo de Polya para la resolucion
de problemas.

Antes de presentar la valoracion de otras vias de demos-
tracion, resulta pertinente esclarecer que la seleccion
de la via de demostracion mas racional, no coincide ne-
cesariamente con la mas sencilla, ello se ejemplifica a
continuacion:

Ejemplo 3.

Teorema: la derivada de la funcion ¥ = Se0 Xy
y' =cosx

es

Demostracion:
Una demostracion muy usada para este teorema es:
serx =+ Ax)—semx
— =
IERE oos AX T ooE X SeR O — S8R X

{remx ) = lim

=1
Ar—H] _"II
. cosAx —17] SERAX
= lim| senx + lim| cosx =
At} | — |
{Ax )
) 3 .
= lim| senx —= + lim cosx =cosx
&=+ A4}

Ecuacion 3: Demostracion clésica para este resultado

Puede emplearse una identidad menos conocida que
conduce mas rapidamente al resultado, como la descom-
posicion de la diferencia de senos en producto de senos
y COSeNos, o sea:
Av  2x+Ax
dsen—cos—/———

- 2 2 _

2] Ax

‘ . FeMx = Ax|—senx
|senx| = lm —— ' =
i ° D—H _\L'C

A

.2
=cosxlim —= =cosx
22— A

Ecuacioén 4: Demostracion alternativa para este resultado
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Valoracion de otras vias de demostracion (PPA)
Comprender el problema:

» Debe motivarse la necesidad de realizar valoraciones
sobre la conveniencia de plasmar otras vias de de-
mostracion del teorema. (Comun con B4)

» Enestafase los datos son los pasos con las fundamen-
taciones seguidas durante la demostracion realizada 'y
las incognitas son las otras vias de demostracion que
pueden realizarse. (PPA)

Concebir del plan:

» En cuanto a la confeccioén y/o ejecucion de otros pla-
nes de demostracion se debe incluir contenidos de
otras disciplinas realizando una adecuada articulacion
tanto horizontal como vertical hacia atras (con discipli-
nas de afios anteriores) y vertical hacia delante (con
disciplinas de afios venideros).

Ejemplo 4:

» De la articulacion horizontal. Al demostrar el Teorema
de Fermat: sea la funcion f(x) definida en un intervalo
(a, b) y tal que en un cierto punto ce(a, b) alcanza su
\?a/or maximo o minimo enqgse intervalo. Si la derivada

(c) existe, entonces, (c) = 0, puede emplearse
la interpretacion geométrica de la derivada y utilizar
resultados de la asignatura Geometria Analitica del
mismo afio para arribar a la conclusion de que el teo-
rema es equivalente a afirmar que “si la funcion f(x)
definida en un intervalo (a, b) alcanza su valor maximo
o minimo en un cierto punto ce(a, b), entonces la recta
tangente por ese punto es horizontal”, para entonces
emplear herramientas de esta otra disciplina durante
la demostracion del teorema.

» De articulacion vertical hacia atras:

En el Analisis Matematico Ill: al demostrar el teorema
relativo a las derivadas de funciones vectoriales com-
puestas que ofrece el procedimiento para el célculo de
estas derivadas, se emplean resultados del Algebra |
relativos a la multiplicacion de dos matrices enlazadas.

» De articulacion vertical hacia delante: al valorar la ca-
lidad del teorema “si f es derivable en un punto en-
tonces f es continua en ese punto” y de otro teorema
en la misma unidad de estudio sobre la equivalencia
“f es derivable en un punto si y solo f es diferenciable
en ese punto”, el profesor puede lanzar las preguntas:

¢Para qué resulta necesario estudiar las funciones di-
ferenciables si son equivalentes a las derivables?; de
la Geometrfa Analitica ya se conocen funciones de dos
variables que representan superficies como el parabo-
loide z=x?+y?, sse mantendran estos resultados cuan-
do se estudie el calculo diferencial de estas funciones
de varias variables? El profesor anuncia la respuesta

negativa a esta ultima pregunta y expresa que pueden
existir derivadas de funciones de varias variables en un
punto sin ser la funcién continua en dicho punto, de ahi
la importancia que posee el conocimiento de los con-
ceptos y las relaciones que se establecen entre ellos
mediante los teoremas estudiados, para que en proxi-
mas asignaturas puedan comprender cuales de estos
resultados se mantienen o cambian al considerar fun-
ciones de mas variables.

Se esclarece que la demostracion realizada del teore-
ma puede realizarse de manera mas racional cuando
se aborden contenidos que ofrezcan procedimientos
mas ventajosos de trabajo. (PPA)

Examinar la solucion:

» Andlisis retrospectivo de los métodos empleados.
Puede valorarse la conveniencia de uno u otro método
escogido para la obtencién de otras vias de demos-
tracion (PPA)

» Valoracioén critica de la via utilizada. Debe discernirse
sobre la complejidad, el tiempo y el espacio inverti-
dos con las diferentes vias de demostracion obtenidas
(PPA)

Valoracion del reciproco del teorema y su validez (Comun
con B4)

Comprender el problema:

» Debe motivarse la necesidad de realizar valoraciones
sobre la validez del reciproco del teorema en estudio.
(Comun con B4)

» Debe considerarse que en esta fase el dato es el teo-
rema obtenido y las incégnitas son el enunciado del
reciproco de la misma, la determinacion de su valor
de verdad y la demostracion de dicho valor de verdad.
(PPA)

Concebir del plan:

» Deben establecerse intercambios heuristicos dirigidos
a como formular el reciproco del teorema, proponer
el valor de verdad del mismo, valorar su validez por
medio de contraejemplos si es falso y la demostracion
si es verdadero. (Comun con B4)

Examinar la solucion:

» Valorar la conveniencia de los métodos empleados
tanto en la formulacién del reciproco como en el anali-
sis de su validez y analizarse la via mas racional para
la demostracion de la validez del reciproco (directa o
indirecta) o su falsedad (contraejemplos). (PPA)

Valoracion del lugar que ocupa el teorema en el sistema
de conocimientos (PPA)

Comprender el problema:
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» Ubicar el teorema en el sistema de conocimientos que

poseen los estudiantes. (PPA)

» Debe considerarse en esta fase que los datos son el
teorema obtenido, el sistema de conocimientos que
poseen los alumnos y las formas de organizar el co-
nocimiento que poseen; las incognitas son las formas
de integrar el nuevo teorema con el sistema de cono-
cimientos que poseen los alumnos mediante organiza-

dores adecuados. (PPA)

Concebir del plan:

» Mediantes preguntas heuristicas ubicar significativa-
mente el nuevo teorema, con adecuados organizado-
res, en el sistema de conocimientos que posee el es-
tudiante y valorar su importancia segun el lugar que le

corresponde en la teoria matematica. (PPA)

Ejecutar del plan:

» Se tienen en cuenta las ideas y el plan de ubicacion
del teorema obtenido en el sistema de conocimientos

que poseen los alumnos. (PPA)

Examinar la solucion:

» Andlisis retrospectivo de los métodos empleados (si
era mas conveniente emplear otros organizadores que

los empleados durante la ejecucion). (PPA)

» Valoracion critica de la via utilizada. (PPA)

§4. Proceso de asimilacion del teorema y su demostra-
cion (U4)

Para lograr la asimilacién de un teorema y su demostra-
cion, el profesor debe trabajar sistematicamente en la for-
macion y desarrollo de las habilidades propias de este
tratamiento; se da como proceso a lo largo del sistema de
clase de la unidad.

No obstante, este proceso de asimilacion para la
Educacion Superior incluye una accion didactica no con-
templada en B4, como es la ubicacion del teorema en el
nuevo sistema de conocimientos que va adquiriendo el
alumno paulatinamente en la imparticion del tema o de
temas venideros. Un ejemplo de ello puede ser:

Ejemplo 5:

Después de la imparticion de varios conceptos en el tema
calculo diferencial de funciones, puede retomarse la ne-
cesidad de volver a reubicar el teorema en el nuevo siste-
ma de conocimientos del alumno.

Puede plantearse la situacion problémica: teniendo en
cuenta que el mapa de las extensiones ya conocido de
los conceptos de funcion, funcién continua y funcion deri-
vables sobre un intervalo abierto | de R, amplie el mismo
con las extensiones de los conceptos de funcion convexa

Cv[l] y funcion estrictamente convexa CV.[l]. Proponga
ejemplos de funciones concretas en cada interseccion
de conjuntos.

Al resolver este problema los alumnos que han aprendi-
do significativamente, deben elaborar un mapa de exten-
siones como el siguiente y deben ser capaces de poner
ejemplos en cada intersecciéon de conjuntos.

£

cu D

Figura 2. Mapa de extensiones que relacionan las funciones, las
funciones continuas, las derivables, las convexas y las estricta-
mente convexas.

Por tales motivos se presentan algunas consideraciones
que se han de tener en cuenta en el PEA en la Educacion
Superior para este proceso de asimilacion:

» Se debe decidir cuales objetivos parciales se han de
lograr en cada clase o sistema de clases en torno a la
fijacion del teorema y su demostracion. (Comun con

B4)

Crear las condiciones que conduzcan al logro de es-
tos objetivos mediante un papel activo del alumno en
el aprendizaje por medio del planteamiento de pro-
blemas vy ejercicios cuidadosamente seleccionados y
encaminados a:

»

Determinar y fundamentar valores de verdad de propo-
siciones; refutar una proposicion (o conclusion) falsa;
reformular proposiciones conocidas; saber negarlas y
hallar sus reciprocos; reproducir ideas de demostra-
cion; reproducir la representacion conocida de una de-
mostracion; hallar una idea de demostracion adecuada
para una proposicion dada; representar una demostra-
cién cuya idea es conocida. (Comun con B4)

Formular proposiciones, comprender el contenido de
teoremas y sus demostraciones, aplicar teoremas a si-
tuaciones diversas. (Comun con B4)

Reproducir las demostraciones basicas definidas en el
programa. (Comun con B4)

» Debe tenerse en cuenta formas de fijacion del conteni-
do matematico: ejercitacion, repaso, sistematizacion,

profundizacion. (Comun con B4)

» Debe ubicarse el teorema en el nuevo sistema

de conocimientos que va adquiriendo el alumno
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paulatinamente en la imparticion del tema o de temas
venideros. (PPA)

§5. Proceso de aplicacion del teorema (U5)

En el PEA de la Matematica de la Educacion Superior,
como hay mayor desarrollo del pensamiento abstracto,
los alumnos pueden realizar razonamientos deductivos
en base a conceptos y teoremas ya obtenidos y que
conduzcan a la obtencién de nuevas proposiciones;
hace que este proceso contemple otros aspectos que
van mas alla de los incluidos en B4 y deben considerar-
se para el buen desarrollo y planeacion de la actividad
por parte del docente. Los mismos son:

» La aplicacion de teoremas y demostraciones cono-
cidas (o algunos de sus pasos) a la formulacién de
proposiciones y obtencion y demostracion de nuevos

teoremas:
Ejemplo 6:

Puede plantease la situacion problémica: “Una de las me-
dias numéricas conocidas entre dos numeros positivos es
la media potencial de orden p, p#0 dada por la formula

M, (a,b)=| ===

2

W —

- -

L)

El

Ecuacion 5: Férmula de la media potencial de orden p

de la cual se desea conocer la mayor cantidad de pro-
piedades. ;,Qué se puede afirmar sobre su continuidad,
monotonia, derivabilidad, convexidad?”

Al aplicar el teorema de la condicion suficiente de mo-
notonfa: “Si para todo xe (a, b), f(x) >0, entonces f es
creciente en (a, b)’ se obtiene que l\/Ip es creciente.

La aplicacion de teoremas conocidos en tareas

investigativas.

Sobre la base de estas consideraciones y lo propuesto
por Ballester, este proceso queda expresado en dos as-
pectos fundamentales, uno encaminado a crear las con-
diciones en los problemas para la aplicacion de los teore-
mas Yy el otro, a las valoraciones que se deben hacer para
el empleo del teorema en nuevas situaciones.

Deben crearse condiciones para identificar cuél teorema
debe aplicarse en determinados pasos de la soluciéon de
problemas de aplicacién, como son:

Ejercicios de demostracion para un adiestramiento heu-
ristico. (Comun con B4)

En la medida en que se avanza en el estudio de la teo-
ria, pueden resolverse ejercicios de demostracion mas
complicados con aplicaciones de caracter intramate-
matico. (Comun con B4)

La aplicacion a la elaboracion de procedimientos y re-
solucién de problemas practicos. (Comun con B4)

Formulacion de proposiciones y obtencion y demostra-
cién de nuevos teoremas. (PPA)

Tareas investigativas. (PPA)

Cuando se identifica el teorema a usarse, el profe-
sor suscita un intercambio heuristico encaminado al
empleo correcto del teorema en la nueva situacion.
(Comun con B4)

»

Luego de aplicar el teorema a diversas situaciones intra-
matematicas y extramatematicas se requiere, como parte
de la profundizacion en el proceso B4, realizar generaliza-
ciones y restricciones de este, aspectos que constituyen
acciones didacticas contempladas, pero que no quedan
claras las formas en las que se realizan; se supone que
se refiere al debilitamiento y fortalecimiento respectivo de
las premisas del teorema. Es en ello que radica la esencia
del siguiente proceso.

§6. Proceso de generalizacion / restriccion (UB)
Ejemplo 7:

Generalizacion por consideracion de contextos mas
amplios

El teorema “six €Ry 3f’(x,) entonces f es continua en x,” si
se amplia en una dimension el conjunto al cual pertenece
el punto, o sea, “si(x, y )ER? IfX'(x, y,) vy Iy’ (%, y,) en-
tonces no se puede garantizar nada sobre la continuidad
defen (x,y,)"

Ejemplo 8:

Restriccion por consideracion de contextos mas estre-
chos. El teorema expresa.

“si f:Dc R"— R" es diferenciable en el conjunto D

abierto y conexo, entonces se cumple que el diferencial df
(x)= 0 en todo punto de D si y solo si f es constante en D”

Al suponer m=1, n>1, se restringe al caso de funciones
escalares de varias variables, al suponer n=1, m>1, se
restringe al caso de funciones vectoriales de una variable
y al suponer n=m=1, se restringe al caso de funciones es-
calares de una variable real, ya estudiadas anteriormente.
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Realizar estas restricciones es conveniente, para analizar
el significado geométrico del teorema en los diferentes
espacios que se traten.

Sobre la base de los fundamentos asumidos vy las parti-
cularidades de la Educacién Superior, este proceso se
concibe de la siguiente forma:

Comprender el problema:

» Debe motivarse la necesidad de realizar generaliza-
ciones/restricciones sobre el teorema obtenido, lo cual
se puede lograr mediante subproblemas que mues-
tren la necesidad de debilitar/ fortalecer la hipodtesis
del teorema o de ampliar alguno de los conceptos que
se manejan en la hipdtesis a un contexto mas amplio.
(PPA)

» En esta fase los datos son la hipdtesis y la tesis del
teorema obtenido y las incognitas son las posibles
generalizaciones/ restricciones del teorema a realizar.
(PPA)

Concebir del plan:

» Encontrar la idea para realizar la generalizacion/ res-
triccion, esto conlleva a:

Determinar cuales conceptos o propiedades de las que
aparecen en la hipétesis vale la pena debilitar/ fortale-
cer para obtener una generalizacion/ restriccion. (PPA)

Determinar cuales contextos mas amplios para gene-
ralizar/ restringir el teorema vale la pena considerar en
algun concepto que se maneja en la hipotesis. (PPA)

Ejecutar del plan:

» Se tienen en cuenta los planes de generalizacion/ res-
triccion determinados. (PPA)

» Realizar generalizaciones/ restricciones: (PPA)

Por debilitamiento/ fortalecimiento de la hipotesis del
teorema. (PPA)

Por consideracion de contextos mas amplios/ de con-
textos mas estrechos en algun concepto que se maneja
en la hipotesis. (PPA)

Examinar la solucion:

» Andlisis retrospectivo (si era mas conveniente escoger
otro concepto de la hipdtesis u otro contexto mas am-
plio para generalizar/ otro contexto mas estrecho para
restringir). (PPA)

» Establecer criterios para valorar la calidad de las ge-
neralizaciones/ restricciones hechas (si se siguen
cumpliendo propiedades fundamentales que se cum-
plian en la tesis del teorema generalizado/ restringido,

cuéles dejan de cumplirse, cuales comienzan a cum-
plirse). (PPA)

» Destacar el hecho que, mediante la restriccion, se ha
obtenido un corolario. (PPA)

CONCLUSIONES

Mediante las ideas expuestas ha quedado demostrado
que la metodologia existente para el tratamiento de los
teoremas de la Matematica Elemental que se imparte en la
ensefianza media, no puede ser extrapolada acriticamen-
te a los teoremas del nivel superior, pues muchos de es-
tos poseen especificidades que no son tenidas en cuenta
en los procesos propuestos para el nivel precedente.

Se han propuesto los procesos para el tratamiento de teo-
remas matematicos en el nivel superior, tienen presente
las especificidades del contenido matematico para este
nivel de ensefnanza.
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