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Resumen

La complejidad intrinseca del aprendizaje de los métodos de calculo aproximado motivé la creacion y utilizacion de un sistema de
objetos dinamicos e interactivos elaborados con el software Geogebra que facilitaran su comprension. Se tuvieron en cuenta los
fundamentos teérico pedagdgicos de este tipo de recursos educativos, los elementos de la didactica de la Matematica y las
potencialidades de Geogebra. Los problemas trabajados van desde elementos de la teoria de errores a las ecuaciones algebraicas,
la aproximacion de funciones, la integracion y las ecuaciones diferenciales. El sistema de objetos ha sido insertado en el proceso
de ensefianza aprendizaje de las asignaturas de la disciplina Matematica lo que ha permito validar su efectividad e influencia en
los resultados académicos. Los objetos para los métodos numéricos forman parte de un sistema mayor de applets de Geogebra
que cubren el resto de los temas de la disciplina.
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Abstract

The intrinsic complexity of learning approximate calculation methods motivated the creation and use of a system of dynamic and
interactive objects created with the Geogebra software that would facilitate their understanding. The theoretical pedagogical
foundations of this type of educational resources, the elements of Mathematics didactics and the potential of Geogebra were
taken into account. The problems worked range from elements of error theory to algebraic equations, approximation of functions,
integration and differential equations. The object system has been inserted into the teaching-learning process of the subjects of
the Mathematics discipline, which has allowed its effectiveness and influence on academic results to be validated. The objects for
numerical methods are part of a larger system of Geogebra applets that cover the rest of the topics in the discipline.
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Introduccion

Los métodos numéricos o algoritmos de célculo aproximado tienen sin dudas una gran importancia practica, no es
poco frecuente que los problemas reales se resuelvan hallado soluciones aproximadas aceptables a partir del nimero
de cifras exactas que precisa el contexto en cuestion. En la formacion de ingenieros es imprescindible incluir esta
tematica, pero se presenta el reto de como tratar el volumen de célculos que normalmente generan estos algoritmos

aun cuando por exigencias didacticas los problemas que se presentan no son de gran tamafio.

En la carrera de Ingenieria en Ciencias Informaticas de la Universidad Homénima en La Habana, Cuba, a partir del
afio 2019 se modificaron los planes de estudio llevando la carrera a cuatro cursos lo que obligo al redisefio de las
disciplinas. En el caso de Matemaética se definieron cuatro asignaturas centrando cada una en un concepto esencial de
acuerdo a como debia tributar al resto de las disciplinas y las tareas profesionales que debe desempefiar el ingeniero

graduado.

El problema a resolver, ademas del que plantea la propia integracién de los métodos numéricos a lo simbdélico y lo
grafico, estuvo en como lograr un proceso de aprendizaje efectivo y eficiente mediante la utilizacion de recursos
digitales, en particular objetos dindmicos e interactivos, con el objetivo de que el aprendizaje de los métodos
numeéricos sea significativo e integrado a los enfoques simbdlico y grafico en cada tematica tratada.

La eleccion del software Geogebra para la elaboracion de los objetos obedece a que es un software de geometria
dindmica e interactivo que permite, con fines didacticos, trabajar también el calculo simbélico y numérico todo
interactuando en tiempo real. Es ampliamente utilizado a nivel mundial por la comunidad de educadores no solo de
matematica, también de otras ramas de la ciencia. Los limites en su empleo para la ensefianza-aprendizaje estan solo

en el nivel de creatividad y conocimientos de los profesores y estudiantes.
Materiales y métodos

Los métodos numéricos seleccionados para incluir en la disciplina

Los métodos numéricos que seleccionaron para su inclusion en la disciplina Matematica fueron integrados en los
diferentes temas para la resolucién numérica de los problemas de manera que se conjugaran con el cuadro algebraico
de la resolucion exacta o analitica y el cuadro geométrico de la resolucién cualitativa, contrarrestando el predominio
histérico del tratamiento algebraico en la ensefianza del Céalculo. La introduccion de métodos numéricos (MN) en la

formacion de ingenieros es imprescindible pues la mayoria de los problemas reales se deben resolver por esta via ante
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la imposibilidad o alto costo de emplear métodos analiticos para obtener una solucion exacta. La utilizacién de
tecnologias digitales como asistentes matematicos, objetos digitales que permiten que el estudiante interactie con los

elementos y componentes de lo que se aprende, hacen mas significativo el aprendizaje (Ausubel et al., 1997).
Los objetos de ensefianza aprendizaje

Entre las acepciones que los diferentes investigadores dan a los objetos de aprendizaje hay coincidencia en aceptar
que son recursos didacticos que permiten al estudiante interactuar con los diferentes elementos de lo que se aprende,
estos recursos pueden ser reutilizados y colocarlos en otros contextos educativos (Allan, et al 2017). A los objetos que
se presentan en el trabajo se les agrega la ensefianza en tanto cumplen también la funcién de ser utilizados como

medios para la instruccion desarrollada por el profesor en el aula, ademas dinamicos.

La utilizacién con efectividad de objetos de aprendizaje de alta calidad ha sido una de las principales claves del éxito
del aprendizaje mediado por la tecnologia (Gordillo, et al, 2018), caracteristicas como la accesibilidad,
reusabilidad/adaptabilidad e interoperabilidad les da a estas herramientas digitales ventajas importantes en el
proposito de que el proceso de ensefianza aprendizaje mejore ostensiblemente (Novillo et al, 2018). EI empleo de
softwares dindmicos como Geogebra permite la creacion de un ambiente de aprendizaje en Matematica que motive el

procesamiento de ideas matematicas por parte del estudiante (Goldenberg, 2003).
Geogebra como herramienta para el disefio y elaboracién de los objetos

Geogebra relne otras caracteristicas la de ser un software gratuito, libre y de c6digo abierto, es multiplataforma, de
facil utilizacion con una extensa comunidad mundial y ademas es sencillo pero potente para su funcion didactica
(Arteaga et al, 2019). La seleccion de Geogebra para el disefio y creacién de objetos dindmicos e interactivos para el
proceso de ensefianza aprendizaje de los métodos numéricos en la carrera de Ingenieria en Ciencias Informéticas tuvo
en cuenta estas ventajas sobresalientes al compararlo con otros softwares. Geogebra puede ademas insertarse en
diferentes plataformas de Entornos Virtuales de aprendizaje (EVA) como Moodle, por ejemplo, que es de las méas
utilizadas y sobre la cual esta implementado el EVA de la Universidad de las Ciencias Informaticas. La posibilidad de
que los objetos de Geogebra puedan estar en diferentes formatos, web, imagenes, hojas dinamicas, facilita su

insercion en estas plataformas.

La seleccion de Geogebra estuvo motivada ademas por un software de geometria dinamica eminentemente para su
utilizacion con fines didacticos que permite trabajar el calculo simbélico y numérico asociados en tiempo real a

elementos graficos. Geogebra es un software ampliamente utilizado a nivel mundial por la comunidad de educadores
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de matematica, los limites en su empleo para la ensefianza-aprendizaje estan solo en la creatividad y conocimientos de
los profesores y estudiantes. Segin Gil Vera (2019) Geogebra, por sus caracteristicas es ideal para crear objetos
matematicos e interactuar con ellos. Geogebra ademéas no deja de ser un asistente matematico, aunque no para

calculos profesionales al estilo de por ejemplo de Mathematica o MatLab aungue si para lo necesario didacticamente.
Resultados y discusion

Se realizd un estudio detallado de los métodos numéricos incluidos en cada asignatura y su insercién en los objetivos
de cada tematica especifica para determinar que funcionalidades debian tener como minimo los objetos a disefiar y
crear que debian ademas integrarse al sistema de objetos que para el resto de los temas de la disciplina estan en

desarrollo o siendo utilizados. Estos objetos se agrupan de acuerdo a su funcionalidad didactica, de la siguiente forma:

1. Propiciar la interpretacion de conceptos.
2. Visualizar e interactuar con la resolucion de problemas generales y particulares por tematica.

3. Facilitar la realizacion de célculos simbélicos, graficos y numéricos.

En el caso de los objetos que se describirdn en el trabajo estan dentro de las funcionalidades 2 y 3. En cada uno,
ademas de servir como calculadora para resolver el problema en cuestion, resolver una ecuacion o un sistema de
ecuaciones, calcular una integral, etc., permiten visualizar el proceso vinculando el célculo numérico con los cuadros

simbdlico y gréfico.

Se tuvo en cuenta, ademas, de acuerdo con Allan et al (2017) que para el disefio de un objeto de aprendizaje se debe
tener presente con respecto al software educativo las caracteristicas no tecnoldgicas y de interaccion con el estudiante,
también las de caréacter pedagdgico. En el caso de la seleccion de las actividades a desarrollar en el proceso de

ensefianza aprendizaje deben escogerse las que propicien el aprender haciendo y de forma colaborativa.
Objeto para la teoria de errores

El objeto disefiado permite interactuar con la longitud de una cerca, aproximar su longitud y visualizar el resultado del
error en esa aproximacion. Permite afianzar el concepto de error y facilitar su comprension. La manera de interactuar
es moviendo el punto en rojo colocdndolo en una posicion escogida y por apreciacion estimar la longitud del muro o
cerca escribiendo la cifra en la caja de entrada correspondiente. Posteriormente el estudiante puede visualizar los

valores calculados del error absoluto y del error relativo y como fueron calculados.
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Mostrar error absoluto Mostrar error relativo
E(x)=E(46.8645)=0.0011 e(x)=e(46.8645)=0 (0.0024%)

Mostrar calculos

E(z) _ 0.0011

2| ~ 16,8656 (0.0024%)

E(z) = |x — x*| = |46.8645 — 46.8656| = 0.0011 e(@) =

Figura 1. Errores absoluto y relativo.

Objeto para el método de Jacobi

Permite interactuar con los elementos del algoritmo de Jacobi resolviendo numéricamente sistemas de ecuaciones
lineales de tres ecuaciones y tres variables. Se introducen los coeficientes del sistema en cuestion, el objeto evalla si
se cumple la condicién de convergencia y con un deslizador se visualizan las iteraciones hasta el nimero diez. El
estudiante interactia ademés con la determinacion de norma correspondiente para calcular el error absoluto en cada

iteracion.
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Figura 2. Método de Jacobi

Objetos para los métodos de Biseccion y de Newton-Raphson

En ambos casos se trata del problema de resolver una ecuacion no lineal por los métodos de biseccion que es de

division del intervalo y de Newton-Raphson iterativo. Permiten interactuar con los elementos de cada método, en el

caso de biseccién visualizando el intervalo en cada paso y el que corresponde en el siguiente; en el de Newton-

Raphson la recta tangente en cada iteracion y la

préximo resultado. En ambos se muestra la curva

D 2
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siguiente de manera que el estudiante puede conjeturar y prever el

correspondiente a la funcién involucrada.
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Figura 3. Método de biseccion y Newton-Raphson
Obijetos para la integracion numérica

El objeto implementa los métodos del Punto medio; de los Trapecios y de Simpson, no solo permite interactuar con la
funcion a integrar también con los elementos de cada método incluyendo los relacionados con el error mostrando por

ejemplo los gréaficos de la segunda y cuarta derivada seglin se demande.
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Figura 4: Integracion numérica
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Objetos para las ecuaciones diferenciales

El objeto implementa el método de Euler que es el basico para comprender el resto de los métodos de Runge-Kutta.
Permite interactuar con los elementos del método y visualizar no solo la tabla de valores huméricos sino también la

grafica de la funcion solucion y el polinomio correspondiente a la solucién aproximada.
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Figura 5. Método de Euler para ecuaciones diferenciales

Conclusiones

El disefio, creacion e implementacion de estos objetos, applets de Geogebra permitieron insertarlos en cada asignatura
de la disciplina Matematica para el proceso de ensefianza aprendizaje de los métodos numéricos. Estan siendo
utilizados no solo en las clases presenciales, también para la realizacion de tareas independientes por parte de los
estudiantes y como valor agregado constituyen para los profesores una muy Gtil herramienta para elaborar ejercicios y
problemas sobre cada tematica. El sistema de objetos esta integrado a uno mas amplio dentro de la disciplina que al
momento de escribir este trabajo son cerca de un centenar, aunque estan en constante perfeccionamiento y desarrollo,

creando otros objetos nuevos o perfeccionando los que ya estan en uso.

Todo este sistema de objetos creados con Geogebra forman parte de un proyecto mas amplio de investigacion en fase

de validacion después de estar siendo utilizados por mas de tres cursos académicos y que han incidido positivamente
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