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RESUMEN

Se proponen orientaciones para abordar didacticamente la interpretacién del
movimiento de la variable, desde tres perspectivas: el movimiento de la variable en
aproximacion a una recta, el movimiento de la variable al infinito y el movimiento
de la variable en aproximacién a un punto. Para obtener las orientaciones didacticas
se desarrolld un proceso de investigacion desde un enfoque sistémico estructural
funcional, aplicando el método de andlisis-sintesis y de modelacién, teniendo como
referentes tedricos la concepcion didactica de las tareas para el desarrollo del
pensamiento variacional en el calculo diferencial y la teoria de las representaciones
semiodticas en la actividad matematica. Para valorar la pertinencia cientifica y
didactica de la propuesta se desarrollaron dos talleres de socializacién con 29
especialistas y se aplicé una encuesta a los participantes. Con los resultados
obtenidos se pudo valorar la aceptacion de las orientaciones didacticas en relacion a
su factibilidad, novedad cientifica, coherencia logica y pertinencia con sus
fundamentos tedricos, llegandose al consenso de la necesidad de un cambio en el
discurso matematico escolar en el contexto didactico de esta asignatura. Como
conclusiones de los talleres se hicieron recomendaciones para el desarrollo de
nuevas orientaciones didacticas dirigidas a la interpretaciéon del proceso de
adquisicién de recursos, por parte del estudiante, para la transferencia de registros,
y del proceso de valoracién de las hipoétesis en el calculo diferencial.

Palabras clave: Matematica, conceptos matematicos, calculo diferencial,
conceptos geométricos, pensamiento légico, didactica.
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ABSTRACT

The paper describes didactic alternative procedures to the interpretation of the
movement of the variable, from three perspectives: the movement of the variable
approaching to a straight-line, the movement of the variable to infinity and the
movement of the variable approaching a point. In order to obtain the didactic
guidelines, a research process was developed from a systemic functional structural
approach, applying the method of analysis-synthesis and modeling, having as
theoretical references the didactic conception of the tasks for the development
thinking in Differential Calculus and The theory of semiotic representations in
mathematical activity. To assess the scientific and didactic relevance of the
proposal, two workshops were held involving 29 specialists and a survey was
applied to the participants. With the results obtained, it was possible to evaluate
the acceptance of didactic guidelines in relation to their feasibility, scientific
novelty, logical coherence and pertinence with their theoretical foundations, arriving
at the consensus of the necessity of a change in the school mathematical discourse
in the didactic context of this subject. As conclusions of the workshops,
recommendations were made for using new procedures for interpretation of the
process of acquisition of resources, the transfer of records and of the process of
evaluating hypotheses in the Differential Calculus.

Keywords: Mathematics, mathematic concepts, differential calculus, geometric
concepts, logical thinking, didactics.

INTRODUCCION

Investigaciones actuales demuestran que existen insuficiencias en el proceso
ensefianza aprendizaje del calculo diferencial (Guia, Rosales, Gonzalez & Alvarez,
2015; Sabogal, Monroy, & Pinzén, 2015) y que ellas se manifiestan,
fundamentalmente, en el poco énfasis que se hace para desarrollar en los
estudiantes el pensamiento variacional (Cabezas & Mendoza, 2016), a través del
tratamiento didactico del movimiento de la variable como parte integral de los
objetos y fendmenos de sus contenidos, articuldandolo con el tratamiento didactico
de los cambios de registros semidticos para la apropiacién conceptual y con el uso
de los asistentes matematicos para la comprension de los conceptos estudiados.

Como demuestran Bdez, Martinez, Pérez & Pérez (2017), el desarrollo del
pensamiento variacional mejora el desempefo de los estudiantes en la solucion de
ejercicios matematicos, y segun Garcia & Benitez (2013), existe una estrecha
relacion entre la forma en que se le presenta las tareas a los estudiantes y el
razonamiento que ellos realizan para darle solucién, por lo que se hace necesario
proponer orientaciones sobre como abordar didacticamente el movimiento de la
variable en el proceso ensefianza aprendizaje del calculo diferencial, para contribuir
a la mejora del desempefio de los estudiantes y al desarrollo del pensamiento
variacional.

En respuesta a la necesidad anterior, el objetivo de la investigacién fue proponer
orientaciones didacticas para abordar la interpretacién del movimiento de la
variable, desde tres perspectivas: la primera se relaciond con el movimiento de la
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variable en aproximacion a una recta, orientada a la caracterizacion del desarrollo
asintotico de diferentes curvas; la segunda se relaciond con el movimiento de la
variable al infinito, enfocadas a la consolidacion del lenguaje matematico en el
estudiante, y la tercera al movimiento de la variable en aproximacion a un punto,
orientada a develar la necesidad de no abordar intuitivamente el movimiento de la
variable.

METODOS

Para el logro del objetivo se desarrollé un proceso de investigacion desde un
enfoque sistémico estructural funcional, dado que una de las insuficiencias que se
manifiesta en el tratamiento didactico del proceso ensefianza aprendizaje del
calculo diferencial es la falta de integracién sistémica en la estructuracién didactica
de su contenido (Cabezas & Mendoza, 2016).

Desde este enfoque, y aplicando el método de analisis-sintesis y el de modelacién,
se caracterizaron las orientaciones didacticas asumiendo como referentes teoricos a
la concepcién didactica de las tareas para el desarrollo del pensamiento variacional
en el calculo diferencial (Baez, Martinez, Pérez, & Pérez, 2017) y a la teoria de las
representaciones semidticas en la actividad.

En relacion al desarrollo del pensamiento variacional en el calculo diferencial se
asumid que para su desarrollo se requiere de:

e Combinar el formalismo matematico con la comprensién de métodos
matematicos para poder comprender las razones de cambio de procesos
continuos, con un adecuado conocimiento didactico del contenido
matematico.

e Promover el uso didactico de la comunicaciéon y reflexion matematica, y del
lenguaje matematico para la solucion de problemas sobre los conceptos del
calculo diferencial, reconociendo en ellas la existencia de relaciones
variacionales, asi como los objetos matematicos que subyacen.

e Orientar tres tipos de tareas, la primera para que el estudiante tenga que
gestionar informacion a través de la comprension de patrones variacionales
(orientadas al trabajo conceptual), las segundas para contribuir al desarrollo
procedimental del estudiante, a través de las representaciones semidticas de
los procesos de variacién y cambio (orientadas al trabajo procedimental), y
la tercera para contribuir al desarrollo conceptual de los procesos de
variacién y cambio en los contextos literales, geométricos y analiticos.

En relacién a teoria de las representaciones semidticas se asume que los registros
de representacion semidtica son el medio para que el estudiante pueda materializar
y comunicar sus conocimientos, y son esenciales para la apropiacion de los
conceptos por parte del estudiante.

La comprension e interiorizacion de estos registros de representacion semioética, y
la transferencia entre ellos, son herramientas Utiles para el trabajo matematico,
pues dada la generalidad de los objetos matematicos, ya que los conceptos
matematicos no son directamente accesibles a la percepcién del estudiante y no es
posible ensefiarlos sin recurrir a la nociéon de representacion.

Para las orientaciones didacticas se considerd que las concepciones que tienen los
estudiantes sobre los conocimientos matematicos son exteriorizados a través de
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representaciones semioticas, que pueden ser patrones literales, geométricos o
analiticos, reconociendo en ellos sus caracteristicas esenciales, y que con el
tratamiento y conversién de patrones conocidos a cualesquiera de sus registros de
representacién semiédtica, se favorece el proceso de argumentacion matematica,
utilizando y evaluando estrategias que permitan reconocer las caracteristicas
invariantes de fendmenos que representen situaciones de variacién y cambio en
diferentes registros de representacién semidtica.

Para la socializacion de las orientaciones didacticas se asumioé que el taller de
socializacion es wuna alternativa valida para la valoracion cientifica de
investigaciones pedagdgicas (Matos & Cruz, 2012) y que socializar experiencias es
un modo de desarrollo profesional (Sanjurjo, 2012).

Segun Matos y Cruz (2012), la sistematizacion de experiencias es considerada
como un método de investigacion cualitativo, y el taller de sistematizacidon con
especialistas, como un proceso dinamico, con un enfoque didactico e interactivo,
donde predomina el intercambio enriquecedor y el crecimiento transformador entre
los participantes, para lograr el perfeccionamiento de la investigacion propuesta por
medio del intercambio de valoraciones cientificas.

En este sentido se realizaron dos talleres de socializacién con especialistas con el
objetivo de socializar y poner a su consideracion las orientaciones didacticas para el
perfeccionamiento del proceso de ensefianza aprendizaje del calculo diferencial
desde la perspectiva del movimiento de la variable y la comprensién conceptual.

El criterio para la seleccion de los especialistas fue el ser docente de la asignatura
calculo diferencial, y los indicadores considerados fueron: tener como minimo cinco
anos de experiencia en la docencia, tener titulo de maestria o de doctorado, y tener
interés en participar en los talleres, es por eso que de 32 posibles especialistas,
sOlo aceptaron participar 29, los cuales provienen de los departamentos de
Matematica de la Facultad de Ciencias y de la Facultad de Pedagogia, en la
Universidad Auténoma de Santo Domingo, en Republica Dominicana, de ellos seis
doctores en Matematica Aplicada, siete Master en Matemadtica Aplicada y once
Master en Matematica Educativa, todos con mas de cinco afos de experiencia
impartiendo el calculo diferencial en el nivel universitario.

A todos los participantes se les entregd un informe con todas las orientaciones
didacticas para su proceso valorativo previo al taller, donde se les argumenta que el
objetivo de los talleres esta orientado a la valoracion de la pertinencia cientifica y
didactica de la propuesta, asi como a su posible enriquecimiento, a través de los
siguientes criterios de analisis (Matos & Cruz, 2012):

e Pertinencia de los fundamentos tedricos y practicos que sustentan las
orientaciones didacticas propuestas.

e Coherencia de la logica expresada en las orientaciones didacticas.
e Novedad cientifica de las orientaciones didacticas.

e Factibilidad de aplicacién y pertinencia de las orientaciones didacticas
propuestas.

e Recomendaciones para el perfeccionamiento de las orientaciones didacticas
propuestas.

Cada taller se inici6 con una exposicion de 30 minutos por parte de los
investigadores, exponiendo y ejemplificando las orientaciones didacticas, para
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propiciar el debate reflexivo argumentativo, mediante el analisis grupal con los
participantes, lo que permitié un nivel de concrecion y enriquecimiento colectivo de
los criterios expuestos.

En el primero de dichos talleres se abordd la importancia de la preparacion
didactica para desarrollar la formacion conceptual en el proceso de ensefanza
aprendizaje del calculo diferencial, asi como la légica y marco tedrico de las
orientaciones didacticas.

En el segundo se les presentd a los docentes participantes las orientaciones
didacticas para contribuir al perfeccionamiento de la formacién conceptual de los
estudiantes, a través de la interpretacién del movimiento de la variable en
aproximacion a una recta, de la variable al infinito y de la variable en aproximacién
a un punto. Se realizd, ademas, un debate sobre los tipos de tareas que propician
valoraciones sobre el movimiento de la variable en el calculo diferencial.

Una vez terminado el segundo taller se aplicé una encuesta donde deberian evaluar
los criterios de andlisis a), b), c) y d) asumidos anteriormente, las opciones de
respuesta para cada uno de los indicadores se dieron a través de cinco puntos
(Likert, 1969), donde 1 fue totalmente en desacuerdo, 2 en desacuerdo, 3 indeciso,
4 de acuerdo y 5 totalmente de acuerdo.

RESULTADOS

Las orientaciones didacticas que se proponen resultan necesarias para el
perfeccionamiento del proceso de ensefianza aprendizaje dado el rol fundamental
que tiene el movimiento de la variable para la comprension conceptual del calculo
diferencial, y de esta forma poder contribuir al desarrollo del pensamiento
variacional en los estudiantes universitarios.

Como hilo conductor se asumen los referentes tedricos relacionadas con la
concepcion didactica de las tareas para el desarrollo del pensamiento variacional en
el calculo diferencial y la teoria de las representaciones semidticas.

El movimiento de la variable se manifiesta, fundamentalmente, a través del limite
funcional, que es el concepto en el que el estudiante tiene mayores dificultades
para su comprension (Sierpinska, 1987) que, aunque esta implicito en todos los
contenidos del calculo diferencial, no siempre se manifiesta de la misma forma, de
ahi la necesidad de la concepcion didactica de las tareas para que el estudiante
pueda interiorizar sus significados, similitudes y diferencias.

Se propusieron tres orientaciones didacticas dirigidas a la interpretacion del:
e Movimiento de la variable en aproximacion a una recta.
e Movimiento de la variable al infinito.
e Movimiento de la variable en aproximacion a un punto

Movimiento de la variable en aproximacion a una recta

La primera orientacion, en relacion al movimiento de la variable en aproximaciéon a
una recta, estuvo orientada a la caracterizacion del desarrollo asintotico de
diferentes curvas, lo cual significa que se aproximan cada vez mas a la recta segun
la abscisa crece continuamente, o se aproxima indefinidamente a un valor
determinado, por lo que se sugirié tener en cuenta la posible existencia de dos
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conflictos cognitivos, por una parte, que la abscisa y la ordenada pudieran moverse
al infinito de diferentes maneras, y por la otra, que una asintota es una recta, a la
cual la curva se aproxima sin llegar a cortarla, condicién que, aunque se cumple en
muchos casos, no es un requisito para la existencia el movimiento asintético.

Se orientd realizar tareas que propiciaran el transito del andlisis intuitivo, a través
del lenguaje coloquial, al uso preciso del lenguaje matematico, utilizando para ello
el limite funcional, ademas del uso de asistentes matematicos, para lograr las
representaciones semioticas necesarias que ilustraran los diferentes casos
discutidos, precisandose que las representaciones graficas utilizadas siempre
deberian estar asociadas a sus representaciones analiticas, para lo que se requirid
de la transferencia del registro geométrico al analitico y viceversa, aprovechandose
la relacion geométrico analitica, desde el punto de vista didactico, para orientar al
estudiante sobre la relacién entre los diferentes tipos de asintotas con diferentes
modos de movimiento de la variable. Se recomendd la necesidad de disefar tareas
orientadas a la comprensién de que cada nuevo concepto estudiado constituye una
herramienta util para la solucién de otras tareas, por ejemplo, con el estudio del
concepto de asintotas de una curva, se debe develar que ellas brindan informacién
sobre las curvas con las que se relacionan, que permiten analizar si una funcion
estd acotada, representar el esquema geométrico de una funcién, aunque no se
conozca la ecuacion de la misma, asi como determinar la féormula que define una
funcién, si se cumplen determinados requisitos.

Movimiento de la variable al infinito

Las orientaciones didacticas sobre el movimiento de la variable al infinito,
estuvieron enfocadas a la consolidacion del lenguaje matematico en el estudiante,
ya que la idea de infinito en el lenguaje coloquial no es del todo ajena al infinito
matematico, debido a que, por lo general, el docente tiende a trabajar este
concepto apoyandose mas en lo intuitivo que en lo matematico, lo cual no quiere
decir que se desconozca el valor didactico de la intuicién en el trabajo matematico.

Se orientd, ademas, el disefo de tareas que propiciaran la comprension del
concepto de infinito, de modo que no se vea el simbolo % ” como un ndmero, sino
como lo que es, un concepto, asi como tareas que utilicen correctamente el
lenguaje matematico, pues generalmente se dice “limite en el infinito”, por abuso
del lenguaje coloquial, cuando la expresion precisa es “limite que tiende a infinito”.

.1
lim— —x

= ke w__unw

Por ejemplo, en es incorrecto utilizar el signo “=", y en él estan
implicitos dos movimientos, el de la variable que se aproxima, también de manera
infinita a 0, y el de la funcidon que tiende a infinito, o sea, que su limite es infinito,

i

T

lo que es diferente al “~=x +x +4 , donde la variable es la que tiende a
infinito, por lo que se dice que es un limite en el infinito, aunque su resultado es
finito. Se recomendd resolver tareas donde el estudiante pudiera apreciar el

M

movimiento de la variable, relacionandolo con las operaciones aritméticas 0 , con
0

y 0 , debatiendo que la primera operacion es una operacién no definida y la
segunda es una operacion indeterminada, comparandola con los limites

=l
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i

lim; — o lim sen(x) _

¥l E"i; + T:) pley -__ 1 . . .
- - y T X , de modo que el estudiante pudiera apreciar
que es la consecuencia que provoca el movimiento de la variable independiente en

el movimiento de la dependiente, lo que determina la diferencia de los resultados.

En relacion a lo anterior, se debatié que, si el estudiante se apoyaba en el lenguaje
coloquial, no lograria apreciar la necesidad de la precisidon requerida en el lenguaje
matematico, lo que conduce a dificultades en la compresidon del enunciado de
problemas donde se relacionen dichos términos, por lo que se requiere del uso de
las transferencias de los registros analiticos a los registros literales y viceversa,
propiciando la materializacion de la expresion: "“la variable tiende a infinito, o la
variable se mueve al infinito” en el lenguaje matematico, relacionandolo con la
definiciéon de limite, con el objetivo de que el estudiante llegue a interpretar el
significado de cada uno de los términos que intervienen en la misma.

Movimiento de la variable en aproximacion a un punto

Para la interpretacion del movimiento de la variable en aproximacion a un punto, la
orientacién didactica estuvo dirigida a la necesidad de no abordar intuitivamente el
movimiento de la variable, dado que, en los objetos concretos, cuando algo se
aproxima continuamente a un lugar termina por llegar a ese lugar, pero esto no
sucede en este tipo de limite. Para ilustrar esta idea se sugirié analizar el
lim sen(x)
"7 X, donde la variable se aproxima infinitamente a cero, pero no llega a ser
cero, cuestion que el estudiante acepta, pero, por lo general, no lo comprende,
resolviendo las tareas mecanicamente, y por consiguiente sucede lo mismo con la
derivada y otros conceptos del calculo diferencial.

Se analizd que, para contribuir a evitar el trabajo mecanico con el concepto de
limite, era necesario, resolver tareas donde tuvieran que calcular limites utilizando
la definicion analitica de limite, lo que requeriria de la habilidad didactica del
docente para lograr que la atencion del estudiante se dirija hacia la interpretacién
de cada uno de los elementos que intervienen en la definicion, y no al trabajo
algebraico que este tipo de tareas implica.

Se enfatizd en que el nivel de comprension que logre el estudiante con el concepto
de limite, debe influir en la comprensién del concepto de derivada, ya que esta se
define a través de un limite, donde el movimiento de la variable es fundamental, y
para que pueda apropiarse del concepto de derivada, es didacticamente necesaria
la transferencia de su representaciéon entre los registros literal, geométrico y
analitico, pasando repetidamente de uno a otro, de modo que el estudiante pueda
interiorizar diferentes aspectos del concepto que cada registro pone de relieve, asi
como la conexidon entre los mismos, lo que requeriria del apoyo didactico de los
asistentes matematicos, para que se pueda apreciar el movimiento de la variable,
pues a través de los mismos, el estudiante pudiera valorar por qué una funcion

[

como ¥ =% no tiene derivada en x = 0, y también le permitiria visualizar por qué

el signo de la derivada determina la monotonia de la funcion, y por qué los puntos
donde la derivada se anula pueden ser extremos de la funcién, entre otros
aspectos.
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DISCUSIéN DE LOS RESULTADOS

En los debates realizados en el segundo taller, se propicio el dialogo, el debate y la
critica cientifica, a través del anadlisis de tareas propias del cdlculo diferencial, lo
gue permitid realizar el andlisis valorativo por parte de los investigadores.

Por ejemplo, en relacién al concepto de derivada, se partié del analisis de que si m

_-Il.-"
y= 3
es la pendiente de la recta de tangente a geométrico de la funcion X+< enel
punto (-3,-9), entonces debatiriamos sobre la forma de expresar a m como un

limite.
Los resultados obtenidos del debate estuvieron relacionados con la necesidad de:

Conducir al estudiante hacia la comprensiéon de que la pendiente de la recta
tangente a una curva en un punto, es un fenédmeno de variacién instantanea, y que

e )= F)
m=lim -

iy ¥

ella se materializa como , lo que constituye el modelo en
su forma general, y que utilizando el modelo en su forma particular seria
(=3+h)*
5
—3+n+d

;
1

m=lim

e Abordar el mismo problema en forma general, o sea, para un punto
arbitrario (a, b), utilizando un asistente matematico, analizar la forma en
que se mueve el punto para enfatizar el movimiento en el calculo
diferencial.Orientar la actividad de forma tal que el estudiante comprendiera
la relacion de la derivada, con la pendiente de la recta tangente a la curva
en un punto, para que pudiera apreciar la estructura sistémica de la
Matematica.

ser(x) _

lim 1

o Demostrar que ¢ X , pero que para ello es imprescindible analizar
el movimiento de la variable en su aproximaciéon a cero, desde
representaciones semioticas numéricas y graficas, ya que en cada caso el
estudiante pudiera apreciar el movimiento de la variable desde diferentes
perspectivas, por ejemplo, desde la representacién semidtica numeérica
(tabla 1), orientar al estudiante a gestionar informacion a través del patrén
variacional que se presenta en la tabla, insistiendo en la comprensiéon de
como la variable dependiente y la independiente se aproximan a cero casi
simultaneamente:

Tabla 1: Representacidén semidtica numérica (elaborada por los autores).

X 0.4 0.3 0.2 0.1 0.04 0.03 0.02 0.01

SEN(X)0.38940.29552/0.19866/0.09983/0.03998/0.029990.01999/0.00999

Desde la representacion semidtica grafica (figura 1) se representa un patron
variacional y se propicia la gestiéon de la informacién, analizdndose que se debe
insistir en que lo mas importante es que el estudiante pueda inferir por qué dicho
limite tiene el valor 1.
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Figura 1: Representacion semidtica grafica (elaborada por los autores).

e Que si x y sen(x), se aproximan a cero con la misma rapidez, entonces es
posible, en el calculo de situaciones reales, donde se requiera el sen(x), y se
trabaje con valores pequefios de la variable x, y no sen(x), lo cual conduce a
una simplificacidon de los calculos, teniendo en cuenta ademas que el error

-

|error =
cometido es muy facil de cuantificar, pues se cumple que

En relacidon a la encuesta aplicada a los 29 especialistas se obtuvieron resultados
que muestran la aceptacion de las orientaciones didactica en relacion a su
factibilidad, novedad cientifica, coherencia légica y pertinencia con sus fundamentos
teoricos (figura 2), lo que demuestra que el didlogo y debate fueron exitosos.

Evaluacion de los criterios de analisis

Factibilidad de aplicacion y pertinencia de las

orientaciones didacticas propuestas B

Novedad cientifica de las orientaciones
didacticas m
Coherenaade lalogica expresada en las
orientaciones didacticas -
= =—— > =~
i
0 5 10 15 20 25 30
Y 4 3 m2 ml

Figura 2: Evaluacion de los criterios de analisis (elaborado por los autores)

CONCLUSIONES

Como aspecto conclusivo de los talleres, existio el consenso de la necesidad de un
cambio en el discurso matematico escolar en el contexto del proceso de ensefianza
aprendizaje del calculo diferencial, dirigido a la comprensidn de la interpretacion del
movimiento de la variable, para lo que se requiere de la articulacion didactica del
desarrollo y consolidacién del lenguaje matematico, como medio esencial de
expresion, de la comprension del infinito matematico, del movimiento de la
variable, asi como de los cambios de registros semidticos con apoyo de los
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asistentes matematicos, de modo que el estudiante pueda comprender y apropiarse
del caracter relativo de la verdad matematica y desarrollar el pensamiento
variacional.

Aunque hubo aceptacion por parte de la comunidad académica, las
recomendaciones realizadas por los especialistas estuvieron orientadas a la
necesidad de incluir orientaciones didacticas en relacién al proceso de adquisicion
de recursos, por parte del estudiante para la transferencia de registros semidticos
en el calculo diferencial.

Esta recomendacion tiene la intencidon de que se oriente a los docentes sobre el
disefo de tareas que contribuyan a que el estudiante comprenda la utilidad de los
cambios de representaciones semidticas, tanto dentro de un mismo registro, como
entre diferentes registros de representacién, para que las incorporen como
herramientas para su trabajo matematico, y de esta forma propiciar el desarrollo y
consolidacién del lenguaje, como via fundamental para que el estudiante desarrolle
del pensamiento matematico y la comunicacién en la actividad de estudio.

La otra recomendacion realizada, es la relacionada con el proceso de valoracion de
las hipodtesis en el calculo diferencial y sus orientaciones didacticas, para lo que se
debatié que en relacidon a este aspecto se deberia orientar a los docentes sobre
tareas que tributen a la apropiacién de la relacién premisa-ley-consecuencia en la
funcién Matematica, a la valoracién del lenguaje matematico en la descripcién de
los conceptos y a las condiciones de existencia de los objetos del calculo diferencial.
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