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RESUMEN

Objetivo: Este articulo presenta los resultados y conclusiones de una investigacién en didactica
de la matemadtica. En chile, los estudiantes de secundaria (16 y 17) tienen dificultades en la
comprensién de las cénicas, dada la débil articulacidn de representaciones propias de los tipos de
pensamientos tedrico y practico; ellos no conciben a las cénicas aisladas de la métrica usual. Dada
la naturaleza cognitiva del problema se utiliza la teoria de los Modos de Pensamiento de Anna
Sierpinska y se propone como objetivo de investigacion disefiar una secuencia de actividades
didacticas que permita el transito entre los distintos modos de pensar las cénicas, estos ultimos
articulados por métricas no usuales, para que las representaciones graficas de ellas no sean
concebidas como definiciones.

Métodos: Se empled un enfoque cualitativo dentro del paradigma interpretativo—comprensivo.
Se aplicaron cuestionarios de respuestas abiertas a dos grupos conformados por 17 estudiantes
de terceroy 15 de cuarto medio.

Resultados: La secuencia de actividades didacticas disefiada, articula los pensamientos practicoy
tedrico a través de los modos sintético-geométrico (pensamiento practico), analitico-aritmético y
analitico-estructural (pensamiento tedrico) de pensar las cénicas, utilizando dos métricas, ambas

no euclidianas. Los resultados obtenidos muestran que los y las estudiantes logran articular los
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pensamientos tedrico y practico, transitando entre los distintos modos de pensar las cénicas,
generando comprension del objeto matematico.

Conclusion: Las evidencias presentadas muestran que los tipos de pensamiento coexisten en el
tratamiento de las cdnicas con métricas no usuales v, evidencian diversos transitos entre los
modos de pensar (SG, AAy AE), por lo tanto, se logra una comprension profunda (integral) de las
conicas.

Palabras clave: ensefianza de la matematica, geometria, habilidades de pensamiento,

procedimientos.

ABSTRACT

Objective: This article describes the findings and conclusions of a research in mathematics
didactics. In Chile, high school students (16 and 17) have difficulties in understanding the conics,
given the weak articulation of representations of the types of theoretical and practical thoughts;
they do not conceive the isolated conics of the usual metric. Given the cognitive nature of the
problem, the theory of the Thinking Modes of Anna Sierpinska is used and it is proposed as a
research objective to design a sequence of didactic activities that allows to move forward through
different ways of thinking the conics, relating not usual metrics, so that graphic representations
of them are not conceived as definitions.

Methods: A qualitative approach was used within the interpretive-comprehensive paradigm.
Questionnaires of open answers were applied to two groups made up of 17 students from third
and 15 from fourth grade.

Results: The sequence of didactic activities designed, articulates the practical and theoretical
thoughts through the synthetic-geometric (practical thinking), analytical-arithmetic and analytic-
structural (theoretical thinking) ways of thinking the conics, using two metrics, both non-
Euclidean. The findings show that the students manage to relate the theoretical and practical
thoughts, moving forward through different ways of thinking the conics, and generating

understanding of the mathematical object.
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Conclusion: The evidences show that the types of thought coexist in the treatment of the conics
with unusual metrics, as well as to demonstrate diverse transits between the ways of thinking,
therefore, a deep (integral) understanding is achieved of the conics.

Keywords: mathematics instruction, geometry, thinking skills, teaching procedures.
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Introduccion

La educaciéon matematica, en un contexto escolar y universitario, se ha situado en un terreno
llano y diverso, donde la investigacion adquiere fuerza y fundamentos para el desarrollo y el
posicionamiento de la ensefianza y el aprendizaje. Tal es el impacto que ha adquirido la educacién
matemadtica, que las evaluaciones internacionales (TIMSS, PISA, entre otras) tienen fuertemente
incorporado en sus instrumentos la matematica escolar y el desarrollo del aprendizaje de ella.
Desde esta perspectiva, se hace fundamental que la investigacidon en este campo se lleve a cabo
en todos los niveles educativos, asi como que esté dirigida a mejorar el aprendizaje de los
estudiantes a través del disefio de estrategias que faciliten al docente el transito entre aquello

gue se desea ensefiar y lo que se pretende que el estudiante aprenda.

Dada la relevancia de la educacion matematica, es perentorio fortalecer el curriculum de la
asignatura de matematica, evaluando y reformulando sus contenidos. En este contexto, hay
ciertos temas o tépicos matematicos que no son puestos en un relieve lo suficientemente robusto
en el curriculum escolar, pero que tienen gran importancia como objeto matematico de
aprendizaje, por la diversa cantidad de conceptos que involucran. Un ejemplo de ello, son los
contenidos exhibidos por el plan diferenciado de matematica de tercero medio propuesto por el
Ministerio de Educacién de Chile (MINEDUC), el cual no recibe actualizacion desde el afio 2005 y
por consiguiente ha sufrido de un envejecimiento curricular, puesto que solo existe un marco

curricular que lo sustenta. En dicho plan, se expone la unidad de “Lugares Geométricos”
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(MINEDUC, 2005), el cual incluye la nocion de distancia en el plano cartesiano, la circunferencia 'y

parabola como lugar geométrico.

En el contexto de este fragmento de la matematica, Astorga & Parraguez (2014) seialan que la
problematica evidenciada es que “no se comprenden las secciones cdnicas en distintos modos de
pensar, ni aisladas de la métrica usual”, por el contrario, se precisa de métricas no usuales para
avanzar en la comprension de estos objetos. En la direccion en que se orientd la indagacion
presentada, esto es una problematica, que consideré como objeto matemadtico las cdnicas, pero
inserta en la unidad “Lugares Geométricos”, por la gran versatilidad que tiene en sus
representaciones y por articular diversos conceptos geométricos y algebraicos presentes en los
contenidos curriculares de la ensefianza secundaria, y porque esta unidad ademas de poseer

caracteristicas propias, logra sintetizar y reforzar contenidos que le preceden.

Considerando la problematica enunciada y su caracter cognitivo, se establecié como objetivo de
investigacion disefiar una secuencia de actividades didacticas que permita el transito entre los
distintos modos de pensar las conicas, articulados por métricas no usuales, para que las
representaciones graficas de ellas no sean concebidas como definiciones y se adoptd el marco
tedrico de la didactica de la matematica denominado Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska
(2000), cuyo foco principal esta centrado en el objeto matematico, mostrando “las diferentes
formas de comprender ese objeto, para alcanzar un nivel de abstraccidon superior” (Parraguez
2012, p. 74), a través de interacciones entre el pensamiento prdctico y tedrico, en pro de alcanzar

la comprensidn de las cdnicas.
Métodos

Desde la necesidad de comprender e interpretar fenémenos sociales “al tratar de comprender la
realidad circundante en su caracter especifico” (Gonzalez, 2003, p.133), es que la presente
investigacidon se circunscribe en un enfoque cualitativo y estd amparada en el paradigma
interpretativo—comprensivo, pues busca comprender, desde una realidad especifica, el porqué

de la problematica en estudio para proponer respuestas y mejoras de la misma.
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Los instrumentos utilizados para la medicion inicial y propuesta de actividades diddcticas, fueron
cuestionarios de respuestas abiertas, aplicados a dos casos de estudio (Stake, 2010), conformados
por 17 estudiantes de tercero (caso 1) y 15 de cuarto medio (caso 2) respectivamente (ultimos
afios de secundaria en Chile), de la asignatura del plan diferenciado “dlgebra y modelos
analiticos”, de dos realidades educativas distintas. Para la construcciéon de la propuesta de
actividades didacticas, se consideraron las especificaciones contenidas en el cuadro 1, donde se
detallan actividades de acercamiento a las tres métricas propuestas y actividades respecto a las
conicas en distintas métricas. Luego del disefio, la propuesta en su totalidad fue validada por 10
estudiantes universitarios de primer afio (caso 3) y 5 profesores del sistema escolar (caso 4). La
propuesta validada fue aplicada a los estudiantes secundarios (casos 1 y 2) de quienes este
articulo reportara sus resultados.

Cuadro 1: Especificaciones para la construccién de la propuesta de actividades didacticas
Dimension Categoria Definicidn, items e instrumentos

Métrica Métrica Esta categoria apunta a que los informantes identifiquen que existen distintos tipos
de métricas y que, por lo tanto, se debe cuestionar la forma de medir. Los items
correspondientes son los n°1l y n°3. Los instrumentos son cuestionarios de
respuestas abiertas.

Métrica en los | Categoria propuesta para que los informantes muestren explicitamente los modos

modos de | de pensar la métrica. El item correspondiente es el n°2. Los instrumentos son
pensamiento cuestionarios de respuestas abiertas.

Conicas Modos de | Categoria propuesta para evidenciar el transito entre los modos de pensar las
pensamiento conicas y, por lo tanto, visualizar la comprension de ellas. Los items
en conicas correspondientes son los n°4, n°5 y n°6. Los instrumentos son cuestionarios de

respuestas abiertas.

La propuesta consta de seis items de actividades (cuadro 1). Los items 1, 2 y 3 corresponden al
trabajo con las métricas, donde cada item estd compuesto por tres actividades. Los items 4, 5
(tres actividades cada uno) y 6 (dos actividades) corresponden a las cénicas.

Los resultados que se presentaran en este articulo corresponden al segmento de la propuesta
gue mejor representa al trabajo de los aprendices con las métricas no euclidianas. La propuesta
tiene dos versiones equivalentes en el uso de la métrica, para cada cdnica. A continuacion, el
cuadro 2 muestralos items 4, 5y 6 de la propuesta en la versién “norma 1” para la circunferencia.
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Cuadro 2: items de la propuesta versién norma 1 para la circunferencia

Métrica norma 1

Considere una circunferencia de centro en el origen del plano cartesiano y radio 2 unidades. Respecto a esta informacion:

4.1. Grafique la circunferencia
4.2. ¢ Qué métrica utilizé? é¢Por qué?
4.3. ¢Cudl es su ecuacién?

5. Considere los puntos A(Xl,yl) y B(Xz,yz). Se define la métrica “norma 1” entre A y B como

dl(A, B) = ‘Xz - Xl‘ + \yz - yl\ . Luego, si en la actividad N°4 se utiliza la métrica “norma 1”, entonces:

5.1. ¢Cudl es el grafico de la circunferencia?

5.2. Describa la secuencia de procedimientos que realizd para graficar la circunferencia.
5.3. ¢{Qué se mantiene invariante entre las circunferencias de las preguntas 4 y 5?

A continuacidn, se presentan dos ecuaciones:

x*+(y-3)*=9 x|+|y-3|=3
Considerando lo anterior:

6.1. ¢Qué representa graficamente cada ecuacion? Fundamente.
6.2. ¢Qué caracteristicas tienen en comun? Fundamente.

Resultados y discusion

La teoria de los Modos de Pensamiento de Anna Sierpinska

La investigadora Anna Sierpinska (2000) a través de su trabajo en el algebra lineal, afirma que los
y las estudiantes comprenden los objetos matematicos del dlgebra lineal de forma mas practica
gue tedrica. Esto ultimo detona una serie de investigaciones, con base en las cuales Sierpinska
construye la teoria de los Modos de Pensamiento, con la finalidad de lograr la superacién de dos
posiciones dogmaticas opuestas evidenciadas, Parraguez (2012), la primera que rechaza los
numeros dentro de la geometria (pensamiento prdactico) y la otra que objeta que la intuicion
geométrica pueda pensarse desde un campo propiamente aritmético (pensamiento tedrico).

El resultado de esta superacién, logra dar mayor nivel de abstraccidn, a los conceptos propios del
algebra lineal, transitando desde modos de pensamiento prdcticos hacia tedricos. La articulaciéon
de los pensamientos tedrico y practico, facilita la comprension del objeto matematico en estudio,
por lo que este marco tedrico propicia el trabajo con problematicas de naturaleza cognitiva,
donde la comprension del objeto matematico juega un rol protagdnico. La articulacién de los tipos
de pensamiento (tedrico y practica) conlleva la unién de modos de pensar asociados,
evidenciando su potencial cuando estan en interaccién, esto indica que “son igualmente Uutiles,
cada uno en su propio contexto, y para propésitos especificos” (Parraguez 2012, p. 9).

De la interaccion de estos tipos de pensamiento practico y tedrico, se desprenden los siguientes

modos de comprender un objeto matematico:
44

Universidad de Camagtiey “Ignacio Agramonte Loynaz”, Cuba



Transformacion, ISSN: 2077-2955, RNPS: 2098, ene-abr. 2019, 15 (1), 39-51

Modo sintético-geométrico (SG): Modo desde el pensamiento practico, el cual describe el objeto
en su forma, desde la representacién grafica convencional, utilizando elementos de la geometria
como puntos, lineas, curvas, planos, por mencionar algunos. “Habitualmente este modo se
presenta natural e inicialmente, dado que basta con considerar una representacion geométrica
basica para abordar este modo. Es facil de conseguir ademas en estudiantes de ensefianza escolar
basica” (Astorga, 2015, p. 19).

Modo analitico-aritmético (AA): Modo adscrito al pensamiento tedrico, utiliza el dlgebra para
describir el objeto a través de férmulas, relaciones numéricas o ecuaciones. Para lograr la
comprension a través de este modo, “es necesario que el estudiante cuente con herramientas
algebraicas, que le permitan desprenderse del pensamiento prdctico y transite hacia el tedrico,
por lo que es alcanzable, segun el desarrollo del pensamiento, en estudiantes de enseifianza media
inicial” (Astorga, 2015, p. 20).

Modo analitico-estructural (AE): Modo de pensamiento tedrico, que utiliza la axiomatica,
propiedades o invariantes para describir al objeto. “Este modo de pensar, es posible de conseguir
en estudiantes de ensefianza secundaria, pues ya existe el dlgebra en su formacion, lo cual
propicia el pensamiento abstracto, potenciado desde lo tedrico” (Astorga, 2015, p. 20).

Aunque epistemoldgicamente este marco tedrico se enfoca en el algebra lineal, es posible
extender su uso a otros tdpicos de la matematica que puedan confrontar ambos tipos de
pensamiento (prdactico y tedrico). Importante es que, al lograr el transito entre los tres modos de
pensar SG, AAy AE, se logra la comprensién profunda del objeto matematico tratado (Sierpinska,
2000).

Construccion de las conicas a través de la teoria de los Modos de Pensamiento

Las secciones coénicas, por sus caracteristicas algebraicas y geométricas, son un contenido
apropiado para ser tratado desde el encuadre tedrico de los modos de pensamiento, que precisan
de la forma préctica (SG) y tedricas (AA — AE) para describirlas.

Desde la perspectiva de la teoria de los modos de pensamiento, las secciones conicas se describen
(Astorga & Parraguez, 2014) a través de los tres modos siguientes:

SG-conicas: Las secciones cdnicas comprendidas desde la figura plana o como la interseccion de
un plano con un cono.

AA-conicas: Comprendidas como las ecuaciones cartesianas que las definen.

AE-conicas: Comprendidas como el lugar geométrico de todos los puntos del plano que cumplen
con caracteristicas dadas y definidas.

Es importante destacar que desde la construccion epistemoldgica del objeto matematico
“conicas”, también se evidencian los modos de pensarlas, pues en la época antes de Cristo, con
Menelao, Euclides y Apolonio, se aprecia la construccidon de las cénicas a través de relaciones
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entre segmentos, curvas, superficies y planos, lo cual las adscribe al modo SG. Luego Pappus (Siglo
IV D. C), logra dar con una definicién como lugar geométrico en el plano, intencionando de esta
forma el modo AE, y finalizando, la introduccién de la geometria analitica con Descartes y Fermat
(silgo XVII) manifiesta el modo de pensar AA (Astorga, 2015).

Construccion de las conicas a través de la teoria de los Modos de Pensamiento usando

métricas no euclidianas

El problema evidenciado en Astorga & Parraguez (2014), manifiesta que la métrica usual es un
impedimento para desprender a las cdnicas de su forma y fortalecer la comprension desde la
definicidon. Por ello, se proponen dos métricas no euclidianas “di: norma 1” y “d,: norma infinita”
(ademas de la euclidiana), cuyos modos de pensar las cénicas en estas métricas se describen y
presentan en la (cuadro 3).

Cuadro. 3: Modos de pensar las cdnicas en métricas no euclidianas (Astorga & Rojas, 2009).

Cdnicas con la métrica d;

Cénica Circunferencia Parabola Elipse
Modo SG /\
{ ) \
\\ /' "/
v

Modo AA | Conjunto de pares ordenados | Conjunto de pares ordenados que | Conjunto de pares ordenados que satisfacen la

que satisfacen la ecuacion satisfacen la ecuacion ecuacién

lx—hl+ly—kl=r lx —pl+ |yl = Ix + pl lx —cl+|x +cl+ 2|yl = 2a
Conay c positivosya > ¢

Modo AE | Es el lugar geométrico de | Es el lugar geométrico de todos los | Es el lugar geométrico de todos los puntos del

todos los puntos del plano | puntos del plano cuya distancia a una | plano tal que la suma de las distancias a dos

que equidistan de un punto | recta fija, es igual a la distancia de | puntos fijos, llamados focos, es constante y

fijo (centro). ellos a un punto fijo. La recta y el | mayor a la distancia entre ellos.

punto pertenecen al plano y son de
interseccion vacia.
Conicas con la métrica d,
Modo SG
Modo AA max{|x —h|, |y —k|}=r max{|x —pl, lyl} =[x + p| max{|x +c|, |y} +
max{|x —cl|,|y|} = 2a
Conay c positivosya > ¢

Modo AE | Es el lugar geométrico de | Es el lugar geométrico de todos los | Es el lugar geométrico de todos los puntos del

todos los puntos del plano
que equidistan de un punto
fijo (centro).

puntos del plano cuya distancia a una
recta fija, es igual a la distancia de
ellos a un punto fijo. La recta y el
punto pertenecen al plano y son de
interseccion vacia.

plano tal que la suma de las distancias a dos
puntos fijos, llamados focos, es constante y
mayor a la distancia entre ellos.
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Con la finalidad que los aprendices de ensefianza secundaria alcancen la comprensién de las
conicas con base en un lugar geométrico que las describa y en concordancia con el marco tedérico
propuesto, se disefid una propuesta de actividades diddcticas a través de una secuencia de
ensefianza para el aprendizaje de las conicas. El curriculum escolar chileno no incorpora el
tratamiento de la hipérbola, por lo que esta investigacién consider6 como cdénicas a la
circunferencia, pardbolay elipse. La propuesta busca como objetivo propiciar el transito entre los
distintos modos de pensar las cénicas, articulados por la métrica usual y métricas no euclidianas:
etiquetadas como “norma 1” y “norma infinita”.

Para una breve descripciéon matematica de las dos métricas, considérense los puntos A(X,,V,) Y
B(X,,Y,), entonces se define la métrica “norma 1” entre los puntos A y Bcomo

d,(A,B) =|x, =X, +|y, =y, y “norma infinito” como d,(A,B)= mélx{\x2 =X, |Y, = Vi }

Casos de Estudio

Los resultados son multiples, pero para ejemplificar se mostraran los resultados obtenidos en los
casos 1y 2, detalldndose aquellos asociados a la circunferencia desde las métricas no euclidianas,
en coherencia con el cuadro 2, que es un ejemplo de la propuesta para una cénica en particular,
no obstante, las conclusiones son generales.

Con respecto a las métricas no euclidianas

Los estudiantes del caso 1 en la métrica “norma 1”, no lograron realizar el transito entre los tres
modos de pensar las cénicas, dado que para transitar desde el SG-conicas al AE-cdnicas y
viceversa, se requiere de la ecuacién que otorga el modo AA-cénicas y desde donde,
analiticamente se puede obtener la gréfica de cada cdnica. Esto se explica porque la forma de
cada conica, esta adiestrada por la métrica euclidiana —en el sentido que es usualmente
trabajada en situaciones de aula—. Los estudiantes del caso 2 tampoco lograron realizar el
transito descrito utilizando la “norma infinita”, dado que también requerian del modo AA-cénicas,
sin embargo, lograron transitar desde el modo AA-cénicas al SG-cénicas (Cuadro 4), articulando
los pensamientos practico y tedrico, y por ende mostrando evidencias del aprendizaje del objeto
tratado.

5.1, {Cudl es el grifico de la circunferencia?

Cuadro 4: Respuesta de un estudiante del Caso 2 respecto a la circunferencia.
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En el caso 2 con la métrica “norma 1”, los estudiantes lograron el transito secuencial entre los
modos AE-cénicas — AA-conicas — SG-conicas, en la cual se aprecia el transito desde el modo AA-
conicas hacia el SG-cénicas, ambos desde el AE-cdnicas. En este caso puntual, la secuencia finaliza
con el modo SG-cdnicas, que describe la forma de las curvas desconocidas para ellos, y que logran
determinar gracias a un trabajo previo en la ecuacién que representa la conica, a través de la
definicion como lugar geométrico en funcidn de la métrica utilizada.

En la métrica “norma Infinito” ocurre lo mismo para los estudiantes del caso 1, con la salvedad de
que puede en ocasiones identificar el transito desde el modo AA-cdénicas hacia el AE-cénicas. En
la (cuadro 5) se ilustra esto ultimo, usando de ejemplo la circunferencia.

Cuadro 5: Respuesta de un estudiante del caso 1 respecto a la circunferencia.

En el caso 2, existen evidencias que muestran el transito entre los modos AA-cénicas de posicidon
inicial y el modo SG-cdnicas al lograr la grafica, determinando que las ecuaciones presentadas
correspondian a circunferencias en distintas métricas, transitando hacia el modo AE, donde la
invariante es la definicién de circunferencia y por lo tanto es ello lo que tienen en comun (cuadro
6), mostrando la coexistencia y articulacion entre los pensamientos practicos y tedricos.

Aficaments fa ecuaciion ! Fundament

Cuadro 6: Respuesta de un estudiante del caso 2 respecto a la circunferencia.

Desde las métricas para cada cénica y los casos de estudio

En el caso 1: respecto a la métrica, se determind que en general (71%) comprende que existen
distintas formas de medir trayectorias, todo dependera del contexto definido. El 85% de los
estudiantes, analizaron la métrica euclidiana a través de los modos de pensamiento. Esto se
manifestd en el transito desde el modo SG-cdénicas al AA-cénicas y desde ambos al AE-cdnicas.
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Finalmente, el andlisis de la norma 1 (d,), generé dos secuencias de transito entre modos. El
primer transito se logré desde el modo AA-cénicas hacia el AE-cénicas (y viceversa) y desde el
modo AA hacia el SG, considerando algunos elementos del modo AA como articuladores de ese
transito.

Respecto a las cdnicas, la circunferencia bajo la métrica euclidiana, logré mostrar tres secuencias
de transito distintas. Se logré evidenciar la secuencia SG — AA y viceversa. Curiosamente, cuando
se involucré a la norma 1 (d,) en la circunferencia, se propicié la secuencia AA — SG — AE, la cual
prosperd y se evidencié en diversos informantes. Esto muestra que la circunferencia logra
diversos transitos entre los modos de pensar, afianzando la comprension misma del objeto
Conicas.

En la pardbola con la métrica euclidiana, se evidencié la secuencia AE — AA — SG. Luego al
involucrar a la métrica norma 1 (d,), se generaron dos secuencias entre unos informantes. La
primera AA —SG y la segunda (mds completa) AE — AA (Viceversa), desde AA hacia SG y desde SG
hacia AE (Viceversa). Esto muestra que los tres modos fueron articulados actuando la métrica.
Otros informantes manifestaron las secuencias AE — AA—-SG y AA —SG — AE.

Para la elipse, fue menos fructifero el transito entre los modos de pensar, dado que tanto para la
métrica euclidiana como para la norma 1 (d, ), solo se evidenci6 el transito AA — SG

En el caso 2: respecto a la métrica norma Infinito d,, la secuencia de las cdnicas SG — AA — AE,
muestra que en el analisis de la métrica en los modos de pensar hubo comprensién de los
estudiantes. El posicionamiento se generd fuertemente en el modo AA-cdnicas, al realizar el
analisis de la métrica d, a través de los modos de pensar. Esto da cuenta de que esta métrica, a
diferencia de la norma 1, no logrd variados transitos entre los distintos modos, pero si logré
evidenciar transito y permanencia entre los pensamientos practico y tedrico, lo que muestra
comprension de la nueva métrica utilizada (d, ).

Respecto a las cénicas en la métrica d,, la circunferencia fue claramente mejor tratada por el
caso 2, coincidiendo con las secuencias de transito que generd el caso 1 para la circunferencia en
la métrica euclidiana, no asi con la métrica d,, pues solo se consiguid el transito SG — AA. Si bien
no muestra variados posicionamientos ni transitos entre distintos modos, si logran el transito
entre los tipos de pensamiento practico (SG) y tedrico (AA), evidenciado que los informantes de
este caso 2, comprendan la circunferencia en sus modos de pensarla.

Para la parabola, al igual que en la circunferencia, los posicionamientos y transitos son pocos,
pero se consiguid posicionamiento en el modo AA y el transito entre AA — SG, lo que da cuenta
del transito entre los pensamientos tedrico y practico, evidenciando comprensién de la parabola
en la métrica norma infinita (d, ).
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Respecto a la elipse, los transitos aun cuando son escasos en esta métrica d,, muestran fortaleza

en el pensamiento tedrico, posicionandose en el modo AA y desde ahi el transito hacia el modo
SG, situado en el pensamiento practico, lo cual evidencia comprensién de la elipse en la métrica
norma infinito (d, ).

Conclusiones
Desde el referente tedrico y las métricas norma 1 y norma infinito

Para el aprendizaje integral del objeto matematico en estudio, se requiere del transito entre los
distintos modos de pensar las cdnicas. Como resultado de esta investigacidon queda de manifiesto
gue la métrica “para el objeto matematico cénicas” actia como articuladora entre los distintos
modos de pensarlas y ademads, es la que quiebra el paradigma de la definicién de cénicas a través
de la imagen que las representa y por lo tanto, logra guiar a los aprendices hacia la comprension
de las cénicas con base en el lugar geométrico, logrando una construccién integral de las cénicas
y por lo tanto, generando aprendizaje en los estudiantes.

La propuesta de actividades didacticas logré su propdsito fuertemente con la métrica norma 1 (
d,), al generar diversas secuencias de transito entre los modos de pensar. Esto asiente un nivel

de comprension profundo de las cdénicas articuladas por esta métrica, dado el transito
bidireccional entre los pensamientos practico y tedrico.

Respecto a la métrica infinito (d, ), se puede concluir que, aun cuando generé escasos transitos
entre los modos de pensar las cénicas (en comparaciéon con la métrica d,), estos transitos

adquieren fuerte significacién dada la mayor dificultad que esta métrica requiere para el trabajo
con las cénicas. Ademas, estos transitos son entre los tipos de pensamiento, es decir, entre lo
tedrico y practico, evidenciado comprensidon de las cdnicas en esta métrica.

Las evidencias presentadas muestran que los tipos de pensamiento coexisten en el tratamiento
de las conicas con métricas no usuales d, yd,, evidenciado diversos transitos entre los modos de
pensar (SG, AAy AE) y por lo tanto, logrando comprensién profunda (integral) de las cénicas.
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